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第 1 章 MATLAB 介绍 


本 书包 括 两 个 方面 的 内 容 , 即 MATLAB 软件 和 数值 计算 。 本 章 主 要 研究 几 个 比较 基本 、 
但 很 有 趣 的 数学 问题 , 通过 解决 它们 的 MATLAB 程序 来 介绍 MATLAB 软件 。 对 于 有 编程 
经 验 的 读者 ,可 以 通过 简单 分 析 这 些 程序 了 解 MATLAB 是 如 何 工作 的 。 

如 果 需 要 更 详细 的 介绍 ， 可 参考 The MathWorks 公司 的 在 线 帮 助手 册 。 在 MATLAB 命 
邻 窗口 顶 上 的 工具 栏 中 选择 Help, 然后 点 击 MATLAB Help, 在 打开 的 新 窗口 中 再 点 击 “Get- 
fing Started” 文字 。 通 过 点 击 文字 “Printable versions” 还 能 得 到 PDF 版 本 的 帮助 手册 , 这 个 手 
册 也 可 通过 访问 The MathWorks 公司 的 网 站 获得 [42]。The MathWorks 公司 制作 的 许多 其 
他 文档 手册 也 可 通过 上 述 的 联机 方式 或 网 站 得 到 。 

我 们 可 通过 [43] 获 得 一 个 文献 列表 , 它 包含 600 多 种 、 其 他 作者 出 版 的 、 多 种 语言 的 基 
于 MATLAB 的 书籍 。 其 中 有 三 本 介绍 MATLAB 的 书 特别 值得 注意 : 一 本 是 由 Sigmon 和 
Davis 写 的 篇 幅 较 短 的 人 门 级 读物 [52], 一 本 是 Higham 和 Higham 写 的 篇 四 中 等 的 、 数 学 味 
较 浓 的 教材 [30], 一 本 是 Hanselman 和 Littlefield 写 的 篇 幅 较 长 的 详细 手册 [28]。 

在 阅读 本 书 时 ,建议 安装 好 一 套 MATLAB 软件 ,以 便 在 读 到 例子 程序 时 能 方便 地 运行 
它们 。 本 书 用 到 的 所 有 程序 均 集 中 在 下 面 这 个 目录 或 文件 夹 里 


NCM 

(目录 名 实际 上 就 是 本 书 英文 名 字 的 缩写 ) 。 我 们 可 在 这 个 目录 下 启动 MATLAB , 或 使 用 命令 
Pathtool 

将 这 个 目录 加 到 MATLAB 默认 路 径 中 。 

1.1 黄金 分 割 比 


什么 是 世界 上 最 有 趣 的 数字 ? 可 能 有 人 会 想到 r、e、17, 等 等 。 一 些 人 也 许 会 推荐 黄金 
分 割 比 (golden ratio)g,， 下面 用 我 们 的 第 一 条 MATLAB 命令 计算 这 个 数 。 


phi = (1 + sqzt(S))/2 
得 到 下 面 的 结果 


Phi = 
1.6180 


可 通过 下 面 几 条 命令 显示 更 多 的 数字 位 数 。 


fcormat 1ong 
DPhi 


Phi = 
1.61803398874989 


这 并 没有 重新 计算 $， 只 是 把 显示 数字 的 有 效 位 由 5 位 变 到 15 位 。 





2 第 了 工 间 





黄金 分 割 比 见 诸 于 数学 的 许多 方面 , 本 书 将 举 几 个 例子 。 黄 金 分 割 比 得 名 于 “黄金 矩形 ”， 
如 图 1-1 所 示 。“ 黄 金 矩 形 ” 的 主要 特点 是 将 它 裁 去 一 个 正 4 
方形 后 ,， 剩 下 的 小 矩形 仍 保持 原来 大 矩形 的 形状 。 
两 个 矩形 长 宽 比 的 相等 关系 给 出 了 g 的 定义 公式 : 
工 _ 有 多 一 1 1 
上 ”1 
这 个 公式 表明 , 可 通过 将 乡 减 去 1 得 到 它 的 倒数 。 还 有 哪 
些 数 有 这 样 的 特性 呢 ? 
将 上 述 关于 长 宽 比 的 等 式 两 边 都 乘 以 上 得 到 多 项 式 方程 
1 一 %--1=0 图 1-1 黄金 矩形 
该 方程 的 根 可 通过 二 次 求 根 公式 得 到 : 


1 4 -1 


P 
| 十 
办 





其 中 正 数 根 就 是 黄金 分 割 比 。 

如 果 我 们 忘记 了 二 次 求 根 公式 ,可 以 用 MATLAB 来 求 多 项 式 方程 的 根 。 在 MATLAB 
中 , 一 个 多 项 式 用 它 的 降序 排列 的 系数 组 成 的 向 量 来 表示 。 因 此 ,向 量 

PP= [1 -1 -1] 
代表 多 项 式 

pP(z)=z2-z 一 1 

它 的 根 可 通过 函数 roots 求 得 。 

zz = oots(P) 
输出 结果 为 

-0.61803398874989 

1.61803398874989 

这 两 个 数 就 是 满足 倒数 等 于 自身 减 1 的 所 有 数 了 。 

MATLAB 中 的 符号 工具 盒 连接 着 MATLAB 和 Maple, 我 们 也 可 以 用 它 来 求解 长 宽 比 方 
程 ， 而 不 需 转化 为 多 项 式 。 方 程 用 一 个 字符 串 表 示 ，solve 函数 可 求 得 它 的 两 个 解 。 

zz = Solve('1/x = X-1') 
输出 结果 为 

= 

[ 1/2*S5”(1I/V2)+1/V2] 

[ 1V/2-1/V/2*5”(1/2) ] 
函数 pretty 能 按 类 似 正常 排版 的 方式 显示 结果 。 

Pretty ( 工 ) 


输出 结果 为 
[ 172 ] 
[1/2 5 + 1/2] 
[ ] 
[ 1/2] 
[1L/2 - 1/2 5 ] 
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变量 ~ 是 含 两 个 分 量 的 向 量 ， 且 分 量 为 解 的 数学 符号 形式 。 我 们 可 通过 下 面 的 命令 得 到 
第 一 个 分 量 


phi = 工 (1) 


它 的 输出 结果 为 

Phi = 

1/2*5*(1/2)+1/2 
这 个 表达 式 可 通过 两 种 方式 转化 为 数值 。 一 种 方式 是 ,用 可 变 精 度 算术 函数 vpa， 得 到 任意 
位 数字 的 表达 式 。 


Vvpa (Phi,50) 


计算 出 50 位 有 效 数字 。 


1.6180339887498948482045868343656381177203091798058 


另 一 种 方式 就 是 , 用 double 函数 将 其 转换 为 双 精 度 浮 点 数 (float point), 这 是 MATLAB 中 表 
示 数 的 主要 方式 。 
phi = double(pPhi) 


输出 结果 为 
Phi = 
1 .61803398874989 
这 个 长 宽 比 方程 非常 简单 ,可 以 用 解析 公式 来 表示 准确 的 解 ,而 更 多 复杂 的 方程 只 能 近 
似 地 求解 。MATLAB 中 的 inline 函数 可 方便 地 把 一 个 字符 串 表 示 的 函数 转换 为 对 象 数据 ， 
然后 这 个 函数 就 可 作为 参数 ,提供 给 其 他 的 函数 加 以 处 理 。 


ft = inline('1/x - (x-1)); 


定义 了 函数 F(z)=1Mz -(z-1)， 其 输出 显示 为 
上 = 
Inline function: 
tf(Xx) = 1/x - (x-1) 
在 自 变 量 区 间 0 委 z 和 4 上 ，HF(z) 的 函数 曲线 示 于 图 1-2, 它 由 下 述 命令 得 到 
ezPlLlot (E,0,4) 
命令 名 ezplot 的 意思 是 “轻松 绘图 "(easy plob), 但 一 些 英 语 语种 国家 的 人 可 能 会 读 成 <e zed plot 。 
虽然 当 z->0 时 ,函数 护 z) 的 值 为 无 限 大 , 但 ezplet 会 自动 选择 一 个 合适 的 纵 轴 坐标 。 
命令 
Phi = fzero(E,1) 
在 zx=1 附近 寻找 函数 f(z ) 为 零 的 解 。 结 果 是 一 个 精度 非常 高 的 省 的 近似 值 , 我 们 可 用 下 
列 命令 将 它 显示 于 图 1.2 中 。 
holaQ on 
plot (phi,0,'o') 


下 面 的 一 段 程序 可 生成 图 1-1 所 示 的 黄金 矩形 图 形 ， 它 包含 在 名 为 goldrect.m 的 M 文 
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件 中 , 因此 我 们 输入 下 述 命令 


goJldrect 


运行 这 段 程序 并 生成 图 形 。 





]Ax 一 x-1) 





T 


已 一 wm 人 wm 了 ~ 
T 一 一 个 人 人 T 中 














1-2 Cg)=0 


$ GOLDRECT  Plot the golden Tectangle 


phi = (1L+sqrt(5))7/2; 


xx= [0 phi phi 0 0]:; 
yY=- [00110]:; 

u= [1 1]:; 

v= [0o1]:; 


Plot (xy， burv， pb--) 

text (Phi/2,1I.05,'Nphi') 

text ((1+Phi)/2，-,05，Nphi - 1 ) 
text(-.05,，.5， 1 ) 

text (.5,-.05,，' 1) 

axiSs equal 

axiSs off 

set (gcft,' color'，'white') 


向 量 x 和 Yy 各 包含 $ 个 分 量 , 用 直线 依次 连接 连续 的 点 (zz ,类 ) 则 生成 外 框 矩形 。 向 量 u 
和 各 包含 两 个 分 量 , 连接 点 (xi, zi) 和 (zz,vz) 的 直线 将 矩形 分 割 为 一 个 正方 形 和 一 个 小 
和 矩形。 这些 直 线 由 plot 函数 绘 出 ,其 中 工 - y 线 为 兰 色 实 线 , wx -~ 线 为 兰 色 虚线 。 紧 接着 
的 4 条 命令 在 不 同 的 位 置 显示 文字 ， 其 中 用 字符 串 "\ phi 代表 希腊 字母 。 两 条 axis 命令 ， 
使 得 x 和 y 方向 的 坐标 尺寸 保持 一 致 , 并 且 关 闭 坐 标 轴 的 显示 。 最 后 一 条 命令 将 gcf 的 背景 
颜色 设置 为 白色 ,gcf 的 意思 是 取 当 前 图 (get current figure)。 

连续 分 数 (continued fraction) 是 指 一 种 下 列 形 式 的 无 穷 表 达 式 


CQ2 十 一 一 
2 Q3 十 … 


如 果 所 有 的 wx 均等 于 1, 则 连续 分 数 就 成 为 黄金 分 割 比 的 另 一 种 表达 形式 : . 
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上 + 


下 面 的 MATLAB 范 数 生成 并 计算 截断 的 连续 分 数 ,， 以 此 近似 # 值 。 这 些 程序 代码 存 于 名 为 
goldfract.nm 的 M 文 件 中 。 


function goladfract (人 n) 
#GOLDERACT Goldqaen ratio continued fraction. 
多 GOLDFRRACT (m)， Qisp1Lays TD 夺 erms . 


DP= ['1l+1/(′ B  )]; 


P + G; 
S 1/ 


P = Sprintf("$dq/5Q' ,P,G) 


forrmat Long 
DP = eval (P) 


format Shotzt 
er = (1+SGIL (5)) /2 - P 
执行 命令 
goldfract (6) 
输出 结果 为 


P 
1+1/(1+1/(I+1/(LI+LV/(LI+LI/(LI+LVAL) ))))) 


了 = 
21/13 
卫 = 
1 .61538461538462 


er = 
0.0026 


这 三 个 是 同一 个 g% 近似 值 的 不 同 表 达 。 

第 一 个 p 是 截断 6 项 的 连续 分 数 , 其 中 含 6 个 右 括 号 。 它 的 产生 过 程 可 看 成 是 在 一 个 工 
(也 即 goldfract(0) ) 前 面 不 断 揪 入 字符 串 "1+ 1/( ,同时 在 江 后 面 不 断 揪 人 字符 串 ")” 。 无 论 
最 后 这 样 的 字符 串 多 长 , 它 都 是 合法 的 MATLAB 表达 。 

第 二 个 是 约 简 第 一 个 P 得 到 的 “正常 分数, 它 有 一 个 整数 分 子 和 -- 一 个 整数 分 母 。 这 种 
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约 简 的 依据 是 





1+ 寺 = 轧 +9 
五 户 
9 
因此 这 个 和 迭代 过 程 开 始 于 
1 
下 
并 反复 将 
轧 
4 
替换 为 
亡 十 9 





DP = SPrintf (sqQ/sd' ,P,9) 


将 p 和 q 以 十 进 制 整数 形式 输出 , 中 间 加 一 个 “符号 显 示 最 后 的 分 数 。 

第 三 个 p 和 前 面 两 个 是 同一 个 数字 ,只 是 它 用 常规 的 十 进 制 展开 式 来 表示 。 我 们 使 用 
MATLAB 函数 eval 来 做 第 二 个 p 中 的 除法 ,得 到 第 三 个 p 的 表达 。 

最 后 一 个 量 err 是 p 和 $ 在 数值 上 的 差 。 由 于 仅 使 用 了 6 项 进行 截断 , 所 以 近似 值 只 有 
三 位 数字 。 要 得 到 10 位 数字 的 精确 度 ， 需 要 取 多 少 项 呢 ? 

从 理论 上 讲 ， 随 着 项 的 数目 n 增加 , 由 goldfract(n) 生 成 的 截断 连续 分 数 将 趋 近 于 %。 
但 由 于 在 分 子 和 分 母 上 的 整数 最 大 值 的 限制 ,以 及 实际 浮 点 数 除 法 中 的 含 人 (roundoff) 误 差 ， 
理论 上 的 结论 并 不 成 立 。 读 者 可 通过 习题 1.3 来 研究 函数 goldfract(n) 精 确 度 的 限制 。 


1.2 斐 波 那 契 数 


斐 波 那 契 (Leonardo Pisano Fibonacci) 约 出 生 于 1170 年 , 大 约 于 1250 年 在 现在 意大利 的 
比萨 逝世 , 他 旅行 的 足迹 遍布 欧洲 和 北非 。 他 著 有 多 本 数学 课本 , 此 外 还 把 阿拉 伯 数 字 表 示 
引入 欧洲 。 虽 然 他 的 书 都 是 手 抄本 , 但 它们 还 是 广 为 流 传 。 斐 波 那 契 最 著名 的 一 本 书 是 
LiBer Apaci ,出 版 于 1202 年 。 其 中 提出 了 下 述 问题 : 

某 人 将 一 对 兔子 放 于 一 个 四 周 都 是 国 墙 的 地 方 ， 如 果 假设 每 对 兔子 每 个 月 生出 
一 对 和 锡 子 ， 且 新 生 的 兔子 从 第 二 个 月 开始 就 能 生育 ,那么 一 年 之 后 由 最 初 的 那 对 免 
子 一 共产 生出 多 少 对 兔子 ? 
今天 , 这 个 问题 的 解 称 为 斐 波 那 契 序 列 (Fibonacci sequence)， 或 斐 波 那 契 数 (Fibonacci 

number)。 现 在 斐 波 那 契 数 已 成 为 数学 专业 一 个 小 的 分 支 , 在 因特网 上 搜索 “Fibonacci" 将 找 
到 几 十 个 相关 网 站 和 几 百 页 的 有 关 资 料 , 甚至 还 有 一 个 Fibonacci Association， 这 个 协会 出 版 
一 种 学 术 刊 物 ″ Fiponacci Qzxarterly”。 

如 果 斐 波 那 契 没有 假设 新 出 生 的 兔子 过 一 个 月 才能 成 熟 、 生 育 ， 那么 将 不 会 有 一 个 以 他 
的 名 字 命 名 的 序列 , 这 样 免 子 的 对 数 会 每 过 一 个 月 翻 一 倍 ，* 个 月 过 后 , 将 总 共有 2” 对 免 
子 。 这 是 相当 多 的 数量 , 但 在 数学 上 却 没 多 少 独特 性 。 

设 刻 为 过 ?2 个 月 后 兔子 的 对 数 ， 最 关键 的 一 个 事实 是 ， 月 末 兔 子 的 对 数 等 于 月 初 兔子 的 
对 数 加 上 由 成 熟 兔 子 生育 出 来 的 兔子 的 对 数 ， 
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万 = 户 -i++ 万 -2 
初始 条 件 是 第 一 个 月 有 工 对 兔子 , 第 二 个 月 有 2 对 兔子: 
万 =1， 户 =2 
下 面 为 M 文 件 fibonaccim 中 的 MAILAB 函数 , 它 能 生成 包含 前 ”个 斐 波 那 契 数 的 向 量 。 


function 上 = fibonacci (mn) 
$ FIBONACCI Fibonacci seGuence 


$ 开 = FIBONRACCI ( 习 ) 9genezrates the firest T Fibonacci numbers. 
Et = zetktos (mn,1) ; 


for KXK = 3: 了 0 
<(k) = 革 (k-1) + 上 (Kk-2) ; 


根据 初始 条 件 , 用 下 面 的 命令 计算 出 一 年 后 兔子 的 总 对 数 ， 就 得 到 斐 波 那 契 原始 问题 的 答案 


EiPponacci(12) 
运行 后 的 输出 显示 为 


233 


最 后 的 答案 是 233 对 兔子 。( 如 果 每 个 月 兔子 数目 翻 倍 , 则 12 个 月 后 的 总 数 是 4096 对 。) 

让 我 们 再 仔细 看 看 程序 fibonacci.m, 这 是 创建 MATLAB 函数 的 一 个 很 好 示例 。 第 一 
行 语句 是 

function 上 = fibonacci (ny) 
第 一 行 中 第 一 个 单词 “function”" 表 明 这 是 一 个 M 文件 ， 而 不 是 个 命令 脚本 。 第 一 行 剩 下 的 
内 容 说 明 , 这 个 本 数 有 一 个 输出 量 f, 一 个 输入 参数 n。 第 一 行 中 写 的 函数 名 其 实 并 没有 用 ， 
因为 MATLAB 使 用 M 文件 的 名 字 , 所 以 为 使 用 方便 通常 应 让 两 个 名 字 相 同 。 下面 两 行 是 注 
释 , 并 在 使 用 help 命令 时 被 显示 出 来 。 


helpP fiponacci 


输出 显示 为 

FIBONRACCI PEibonacci sequence 

E = FIBONRACCI (m) generate8 the first DEFibonacci Dnumbers. 
显示 出 的 函数 名 是 大 写 的 , 这 是 因为 历史 上 MATLAB 曾 不 区 别 大 小 写 , 且 运 行 于 只 有 一 种 
字体 的 终端 上 。 用 大 写字 母 可 能 使 MATLAB 的 初次 使 用 者 不 习惯 , 但 这 作为 传统 还 是 被 保 
留 了 下 来 。 在 注释 程序 中 重复 函数 的 输入 、 输 出 参数 很 重要 ,因为 help 命令 的 输出 , 不 会 显 
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示 函 数 文件 中 的 第 一 行内 容 。 
下 一 行 


三 = Zeros (人 n,1L) ; 


生成 一 个 包含 全 零 元 素 的 nx 1 和 插 阵 ,并 将 它 赋值 给 f。 在 MATLAB 中 , 仅 有 一 列 的 竹 阵 就 
是 列 向 量 ， 而 仅 有 一 行 的 矩阵 则 为 行 向 量 。 

下 面 两 行 ， 

fl(1) = 工 ; 

fl(2) = 2; 
设 定 了 初始 条 件 。 

最 后 三 行 是 一 个 for 语句 , 它 完成 了 主要 工作 。 

for K = 3:D0 

fl(k) = E(K-1) + 上 (KkK-2) ; 

ena 
我 们 习惯 用 三 个 空格 来 将 for 和 证 语句 缩 进 , 也 有 人 习惯 用 两 个 或 四 个 空格 , 或 者 一 个 制 表 
符 。 其 实 也 可 以 将 这 三 行 语句 写成 一 行 , 只 要 在 第 一 名 后面 加 一 个 逗号 。 

这 个 函数 的 写法 看 上 去 和 其 他 编程 语言 中 的 函数 写法 非常 像 , 它 生 成 了 一 个 向 量 , 但 并 
没有 使 用 MATLAB 中 的 向 量 或 矩阵 操作 。 稍 后 我 们 将 介绍 这 些 操 作 。 

下 面 是 另 一 个 斐 波 那 契 函 数 : fibnum.m, 它 仅仅 输出 第 ”个 斐 波 那 契 数 。 


function ff = fibnumt(ny) 
$ FIBNUM Ribonacci nurber . 
$ FIBNUM (mn) generates the nth FEibonacci numbezt . 
JE na <= 1 
上 = 1; 
elSse 
f = fibnum(n-1L) + fipnum(n-2) ， 
ena 
执行 命令 
Etizbnum(12) 
的 输出 结果 为 
amSs = 
233 


fibnum 函数 是 一 个 递归 (recursive) 函 数 。 实 际 上 , 递归 这 个 词 在 数学 和 计算 机 科学 领域 
都 有 含义 。 关 系 式 户 = 毛 -1+ 太 -> 被 称 为 递 推 关 系 (recursive relation)， 而 一 个 调用 自身 的 冰 
数 则 常 称 为 递归 函数 (recursive function)。 
一 个 递归 程序 形式 上 很 简洁 , 但 运行 时 开销 较 大 。 我 们 可 以 用 命令 tic 和 toc 来 测量 程 
序 运行 时 间 。 试 试 执行 下 面 的 命令 


t 上 ic，Eibnum(24) ，toc 
但 不 要 执行 这 条 命令 ( 译 者 注 : 运行 时 间 会 很 长 ) 


tizc，Etibnum(50) ，t 上 cc 


地 








现在 , 我 们 比较 一 下 goldfract(6) 和 fibonacci(7) 的 运行 结果 。 前 者 包含 分 数 21713， 
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而 后 者 以 13 和 21 结尾 。 这 不 仅仅 是 个 巧合 , 事实 上 连续 分 数 约 简 时 不 断 执行 下 面 的 操作 
DPD=P+G9i; | 10 | 
而 斐 波 那 契 数 根据 
fl(k) = f(k-1) + E(k-2); 


来 生成 。 因 此 ,如果 令 风 为 2 项 截断 的 黄金 分 割 比 连续 分 数 , 那么 
万:+1 
.21 一 


两 边 取 极限 , 则 相继 的 两 个 斐 波 那 契 数 的 比值 就 各 近 黄金 分 割 比 : 


lim 二 一 一 


oo 


为 说 明 这 点 ,我 们 计算 40 个 斐 波 那 契 数 。 


nm= 40; 
f = fibponacci (mn) ; 


户 +1 
大 = 多 


然后 计算 相 邻 两 数 的 比值 。 


E(2:n)./E(1L:n-1) 


这 条 命令 取 从 f(2) 到 f(n) 的 向 量 分 量 , 依次 对 应 地 除 以 从 f(1) 到 f(n- 1)， 输 出 结果 中 开始 
的 若干 行 如 下 


.00000000000000 
-50000000000000 
.66666666666667 
.60000000000000 
.62500000000000 
.61538461538462 
.61904761904762 
.61764705882353 
-61818181818182 


结束 的 几 行 为 

.61803398874990 
.61803398874989 
.61803398874990 


.61803398874989 
.61803398874989 


读者 看 出 来 为 什么 选 n= 40 吗 ? 按 下 计算 机 键盘 上 的 上 箭头 键 , 可 以 回 到 前 一 个 输入 的 命 
令 , 然后 修改 它 为 


f(2:n)./Ef(1:n-1) - phi 
再 按 下 回 车 键 。 看 看 输出 显示 中 最 后 一 个 数值 是 多 少 ? 
斐 波 那 契 兔子 围栏 中 的 数量 并 没有 每 个 月 翻 倍 , 而 是 以 每 月 乘 以 黄金 分 割 比 来 增加 。 LL 


可 以 找到 一 个 解析 公式 来 表示 斐 波 那 契 循环 规律 ,关键 在 于 假设 斐 波 那 契 数 符合 下 面 的 
表达 式 的 解法 


FFPFP PP 


上 HH 
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记 二 G0 
再 求解 常数 c 和 po, 根据 递 推 关系 式 
万 = 万-1+ 太 -2 
我 们 得 出 
O=of+l 


其 实 这 个 方程 前 面 讨论 过 ，o 有 两 个 解 分 别 为 和 1- %。 因 此 , 斐 波 那 契 数 的 通用 公式 为 
户 =cl 如 Tcz(1 一 多) 
上 式 中 的 常数 c; 和 cs 由 初始 条 件 确定 。 现 在 我 们 可 方便 地 得 到 下 面 的 两 个 等 式 
Jo=cli+cz=1 
万 =cig+cz(1 一 8g)=1 
在 习题 1.4 中 , 要 求 用 MATLAB 的 反 斜 线 操 作 符 来 求解 这 个 2x2 的 线性 方程 组 ,其 实 对 这 
个 问题 手工 计算 也 很 容易 求 出 


四 
28 一 1 
01- 
2 28 一 1 


将 它们 带 人 通 解 公 式 ， 有 
Ad 


这 是 个 很 有 意思 的 公式 ,等 号 的 右边 包含 了 无 理 数 的 宪 和 商 , 但 其 计算 结果 却 是 整数 序 
列 。 这 可 以 通过 MATLAB 来 检验 ,显示 结果 是 这 些 数 的 科学 计数 法 表示 形式 。 

format 1ong e 

D= (1:40); 

ft = (phi.” (n+l) - (1-phi). (n+l))/(2x*phi-1) 


上 面 命令 中 的 “.” 符 号 是 按 分 量 依次 求 午 操作。 由 于 (2* phi - 1) 是 一 个 标量 , 在 最 后 一 条 命 
令 中 没 必 要 用 "./ "做 除法 。 下 面 给 出 部 分 计算 结果 , 开始 的 几 行 为 


.000000000000000e+000 
.000000000000000e+000 
.000000000000000e+000 
.000000000000001e+000 
.000000000000002e+000 
.300000000000000e+001 
.100000000000000e+001 
.400000000000001e+001 


最 后 的 几 行 为 


.702887000000007e+006 
.227465000000011e+006 
-493035200000002e+007 
.415781700000003e+007 
.908816900000005e+007 
.324598600000007e+007 
.023341550000001e+008 
.655801410000002e+008 


UN 所 0 mw 


PPaOwNPO ouw 
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由 于 伟人 误差 的 原因 ,结果 并 不 都 是 精确 的 整数 。 但 是 我 们 可 以 执行 
工 = zxround (上 ) 


来 得 到 满意 的 结果 。 
1.3 分 形 项 


M 文 件 fern.m 和 finitefern.m 可 生成 Michael Barnsley 在 书 《 无 处 不 在 的 分 形 》 一 书 
(Fractals Eueryruhere) 中 描绘 的 “分 形 蕨 ”(Fractal Fern),， 这些 文件 生成 并 在 平面 上 画 出 无 限 
多 的 随机 但 却 是 精心 筹划 的 点 。 输 入 命令 


fen 

后 , 程序 会 一 直 运 行 , 产生 出 一 个 点 越 来 越 密 的 图 形 。 命 令 
finitefterxn (ny) 

生成 ”个 点 , 绘 出 的 图 形 如 图 1-3。 命 令 


finitefern(n,'s') 
显示 这 些 点 的 生成 过 程 ,， 一 次 一 个 。 命 令 
FE = finitefern(n) ; 
生成 ”个 点 但 不 绘图 , 返回 一 个 由 0 和 1 组 成 的 数组 ,用 于 稀 玻 矩阵 和 图 像 处 理 。 


NCM 程序 包 还 包含 一 个 fern.png 文件 , 这 是 一 个 含 50 万 个 点 的 7681024 彩色 图 片 , 它 
可 以 通过 浏览 器 或 图 画 软 件 来 看 , 也 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 命令 观看 这 个 图 片 。 


FE = imread('fern.png' ) ; 
image (了 ) 





1-3 分形 蕨 
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如 果 喜 欢 这 副 图 ,我 们 可 以 用 它 作为 计算 机 的 桌面 背景 。 当 然 , 这 样 做 之 前 我 们 应 该 在 自己 
的 计算 机 中 实际 运行 fern 程序 ,看 看 在 高 分 辨 率 情况 下 生成 的 分 形 蕨 的 效果 。 
分 形 茧 的 生成 过 程 实 际 上 是 对 平面 上 的 一 个 点 不 断 做 变换 。 设 z 为 一 个 含 两 个 分 量 ， 
zl 和 zs? 的 向 量 ,， 表 示 一 个 点 。 有 四 种 不 同 的 变换 ,都 遵循 下 面 的 形式 
Z 一 AZz 十 D 
而 取 不 同 的 矩阵 A 和 向 量 。 这 被 称 为 仿 射 变换 (affine transformation) 。 最 常用 的 变换 有 ， 


人 0.85 0 85] 人 0 ) 
A = ， 妨 三 
-0.04 0.85 1.6 


这 个 变换 可 缩短 并 旋转 向 量 z, 然后 在 它 的 第 二 个 分 量 上 增加 1.6。 反 复 应 用 这 个 变换 将 点 
向 上 、 向 右 移动 ， 朝 着 蕨 的 顶尖 生成 点 。 在 这 个 过 程 中 , 偶尔 也 会 随机 地 采用 另外 三 种 变换 
中 的 一 个 , 它们 分 别 将 点 移 到 右边 的 子 蕨 、 左 边 的 子 蕨 和 茎 干 的 位 置 上 。 

下 面 列 出 完整 的 生成 分 形 蕨 的 程序 。 


functicon fen 
$FERN MRTILRAB imp1Lementation Of the Fractal FezDn 


$Michael Barnsley，Fractal8s BVverywhere，Rcademic Press,1993 
$This vezsion runs forever，or until Stop is toggled. 
$See alSO: FINITEEFERN . 


shg 

CE Yeset 

set (gcf,'color',，'wWhite'， mernubar ' ，'none'  ，... 
:numbertitle' ,off' name'，'Fractal Fern' ) 

XxX=[.5; .5])， 

hn=Pplot(x(1L),x(2)，.…) 

darkgreen = [02/3 0]; 

set (Ph 'markersize' ,1,'color' ,Garkgreen， etasemode' ，'none' ) ; 

axis([f-33010]) 

axXiS Off 

stop = uicontrol ('Style'，'toggle'，' String' ,Stop ，， 
"Packgrounad' white) ; 

Qtrawnow 


DPD=[.85 .92 .99 1.00]; 


RM1=[.85 .04;)-.04 .85]; bl= [0; 1.6]， 
R2=-[.20-.26) .23 .22]; b2= [0;1.6]:) 
R3= [-.15 .28) .26 .24]; b3= [0; .44] ; 
R4=[0 0 0 .16]; 
CnL = 工 ; 
七 cc 
while >~get (stop,，'Vvalue' ) 

z = TanQ' 

ifr<Pp(1l) 


X=AlxXx+Dpl; 
elseifz<Pp(2) 
X=RA2x*X+D2; 
elseifz<Pp(3) 
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X= 有 A3x*X+Db3: 
elSe 
X=AdxX; 
enG 
set (Xdata' ,X(1L)，' ydata' ,xx(2)) ; 
Cnt = Cnt+1; 
QrawnOw 
enQ 
廿 = 上 toc; 
s = Sprintft('gs8.0fpoints ins6.3f seconds' ,cnt,t) ; 
text(-1.5,-0.5,s,，' fontweight'，'bold' ) ; 
Set (Stop， :style Pushputton'，'string" ，' close' ，... 
Callback',，'close(gct)') 


下 面 逐 一 看 看 这 个 程序 中 的 一 些 语 句 。 

So 
代表 “显示 绘图 窗口 ”(show graph window)。 运 行 它 , 将 一 个 已 有 的 绘图 窗口 置 于 最 前 , 若 没 
有 则 创建 一 个 新 的 窗口 。 


ClLfE reset 


将 大 部 分 图 的 属性 设置 为 默认 值 。 


set (gcft,'color' "white ，'menubar'，'none' ，... 
numbertitle' ，'offt' ，'name'，'Fractal Fern' ) 


将 绘图 窗口 的 背景 颜色 由 默认 的 灰色 改 为 白色 , 并 为 窗口 设 定 一 个 定制 的 文字 标题 。 
X= [.5; .5]:; 
设 定 初始 点 的 坐标 。 


hn = plot(x(1),X(2)，'.); 


在 平面 上 画 一 个 点 并 保存 这 个 绘图 句柄 (handle)h, 这 样 后 面 可 以 修改 它 的 一 些 属性 。 
Qarkgreen = [0 2/3 0]:; 


定义 了 一 种 颜色 , 它 的 红 、 蓝 分 量 均 为 零 ， 而 绿 分 量 为 最 大 值 的 三 分 之 二 。 
Set (matrkeresize' ,1L,'color' ,qdQarkgreen,'erasemode' ，'none' ) ; 
使 句柄 h 对 应 的 点 更 小 , 改变 它 的 颜色 , 并 设置 当 点 坐标 改变 时 , 屏幕 上 已 绘制 的 这 个 点 的 


图 像 不 被 抹 去 。 这 些 旧 的 点 的 记录 会 保存 在 计算 机 的 图 形 硬 件 上 (直到 整个 图 被 清除 ) ， 而 
MATLAB 本 身 并 不 记录 它们 。 


axis([-3 3 0 10]) 
BaX1iS off 
指定 整个 图 的 绘制 范围 为 
一 3 委 z 魏 3 9 0 委 z 委 10 
但 不 画 坐 标 轴 。 
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Stop = uicontrol(' Style'，'toggle'，'String'“，' Stop' ，... 
backgroundG' ，'white'“ ) ; 
在 整个 图 靠近 左下 角 的 默认 位 置 , 创建 一 个 用 户 控制 按钮 , 其 上 用 和 白色 标明 stop (停止 ), 它 
的 控制 句柄 存 为 变量 stop。 


QYawnoOw 

在 计算 机 屏幕 上 画 出 包含 初始 点 的 图 形 。 
语句 
PP = [.85 .92 .99 1.00]; 

建立 一 个 概率 构成 的 向 量 。 语 名 
ALi=[ .85 .04; -.04 .85]; bl = [0 1.6]， 
R2=[ .20 -.26; .23 .22]; bp2 = [0) 1.6]:， 
RAR3 = [-.15 .28:; .26 .24]; b3 = [0) .44] 
A4=[f 0 0 0 .16] ; 

定义 了 四 个 仿 射 变 换 。 语 名 
CntL = 工 ; 

初始 化 一 个 计数 器 ,， 它 用 来 记录 绘制 的 点 的 数目 。 语 句 
二 IC 


设置 计时 的 开始 。 语 句 


while “get (stop,， value' ) 


开始 一 个 while 循环 ,只 要 stop 按钮 的 "value“ 属 性 值 等 于 0 这 个 循环 就 一 直 执 行 下 去 。 而 
点 击 stop 按钮 ,将 这 个 值 由 0 变 为 1, 从 而 终止 循环 。 


YY = Lanaq; 


生成 一 个 0 和 1 之 间 的 伪 随 机 (pseudorandom) 数 。 下 面 的 复合 让 语 名 


ifLz< DPI1) 

X = ARLxXx + bl:; 
elseif rr < P(2) 

X = AZxX + Db2; 
elselif Y < P(3) 

X = A3xX + b3: 
el1se 

X = A4xX' 
endQ 


取出 四 个 仿 射 变 换 中 的 一 个 。 由 于 p(1) 是 0.85， 有 85% 的 机 会 选择 第 一 个 变换 ， 而 其 他 三 
个 变换 被 选择 的 机 会 相对 不 太 多 。 


Set (xdata',x(1)， yqata“,X(2)); 


改变 句柄 h 指 向 新 的 点 (zl，zz) 并 画 出 由 于 get(h， "erasemode  ) 为 "none ， 所 以 旧 的 点 还 保 
留 的 屏幕 上 。 
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Cnt = Cnt + 工 ; 


表示 点 计数 器 加 一 。 


Qrawnow 


让 MATLAB 重 绘图 形 , 显示 新 的 点 和 所 有 旧 点 。 如 果 没 有 这 条 命令 ,图 上 什么 都 画 不 出 来 。 
end 

与 循环 开始 的 while 语句 匹配 。 最 后 
七 = 七 OC; 

读 取 计时 器 的 值 。 


Ss = Sprintft(' gs8.0f points in g%g6.3f Seconqas' ,cnt,) ; 
text(-1.5,-0.5,S， fontwedight'， peld' ) ; 


显示 从 tic 设置 开始 花费 的 总 时 间 ， 以 及 绘制 的 点 数 。 最 后 


Set (Stop, "Style' ,pushbutton' ,String' ， close'，.，. 
"callback','close(gct) ') 


改变 控制 按钮 为 关闭 窗口 的 按钮 。 
1.4 幻 方 


MATLAB 这 个 名 称 源 于 短 阵 实验 室 (Matrix Laboratory)。 这 些 年 以 来 , MATLAB 已 发 
展 为 一 个 功能 广泛 的 工程 计算 集成 环境 , 但 其 中 有 关 向 量 、 和 矩阵 和 线性 代数 的 功能 仍然 是 它 
最 大 的 特色 。 

幻 方 (Magic Square) 代 表 的 是 一 类 非常 有 趣 的 特殊 矩阵 。 用 help 命令 查询 magic 函数 获 
得 的 信息 如 下 : 

MAGICI(N) is an N-by-N matrix constructed from the integerS 


1 througn “2 with equal row，columm，andQ Qiagonal Sums . 
Produces valid magic squares for all 如 > 0 except N = 2. 


在 公元 前 2000 多 年 前 的 中 国 就 出 现 了 幻 方 , 这 个 3x3 的 矩阵 被 称 为 " 洛 书 (Lo Shu)。 
传说 公元 前 23 世纪 人 们 在 一 个 从 洛 河 里 爬 上 来 的 乌龟 背 上 发 现 了 洛 书 , 洛 书 为 古代 中 国 的 平 
衡 、 协 调 怕 学 “风水 "(feng shui) 提 供 了 数学 基础 。 在 MAILAB 中 , 执行 下 面 的 命令 生成 洛 书 。 


有 = magic(3) 


它 的 输出 结果 为 
及 = 
8 荆 6 
3 5 了 
4 9 2 
命令 
Sum (和 有) 


对 每 一 列 的 矩阵 元 素 求 和 , 其 结果 为 








15S 15 15 
命令 
Sum (有 ) 
将 矩阵 A 转 置 , 然后 求 每 列 的 和 ,再 将 结果 转 置 , 则 成 为 扎 阵 每 行 的 和 
15 
15 
1L5 
命令 


sum(Qiag() ) 


求 矩 阵 A 主 对 角 元 素 ( 从 左上 角 到 右 下 角 ) 之 和 , 结果 为 
15 


从 和 气 阵 的 右上 角 到 左下 角 称 为 反对 角 线 , 抢 阵 的 反对 角 线 在 线性 代数 中 意义 不 大 ,因此 求 反 
对 角 线 上 元 素 之 和 需要 一 点 点 技巧 。 一 种 办 法 是 使 用 函数 ,使 矩阵 “从 上 到 下 "翻转 过 来 。 
suml(dQiag(ftlipuda(RA) ) ) 


输出 结果 为 
15 


这 验证 了 矩阵 A 各 行 、 各 列 和 两 条 对 角 线 上 元 素 之 和 均 相 等 。 
为 什么 这 些 和 均等 于 15 呢 ? 输入 命令 


sum(1:9) 


它 告诉 我 们 整数 1 至 9 的 和 为 45, 如 果 将 这 些 整 数 放 于 3 列 , 每 列 和 相等 , 则 这 个 和 必然 是 


Sum(1:9)/3 


结果 即 15。 
一 共有 8 种 方式 把 一 张 透 明 幻灯 片 放 于 投影 仪 之 上 。 类 似 地 , 通过 对 和 抢 阵 A 旋 转 和 作 镜 
像 也 能 生成 8 种 不 同 的 三 阶 幻 方 。 程 序 


for kk = 0:3 
zct90 (有 ,kK) 
zxot90 (RA' ,KK) 

enaQ 


能 显示 出 这 8 个 抢 阵 。 


8 工 6 8 3 4 
3 5 7 工 5 9 
4 9 2 6 7 2 
6 7 2 4 9 2 
工 5S 9 3 S 了 
8 3 4 8 工 6 
2 9 4 2 7 6 
7 S 3 9 5 二 
6 工 8 4 3 8 
4 3 8 6 工 8 
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人 
上 
心 
wm 
(WO 


2 7 6 2 9 4 


这 些 是 所 有 的 三 阶 约 方 。 
现在 让 我 们 转 到 线性 代数 有 关 的 内 容 。 三 阶 幻 方 的 行列 式 ， 
Qet (和 A) 
计算 结果 为 
-360 
逆 和 矩阵， 
X = inv(A) 
计算 结果 为 
X = 
0.1472 -0.1444 0.0639 


-0.0611 0.0222 0.1056 
-0.0194 0.1889 -0.1028 


如 果 用 有 理 数 的 形式 表示 , 逆 矩 阵 将 更 直观 。 


Ecormat aft 


X 
显示 了 X 的 元 素 均 为 分 数 ， 且 分 母 为 det(R)。 
广 = 
53/360 -13/190 23/360 
-11/180 1/45 19/180 
-7/360 17/90 -37/360 


命令 
fcrzrmat Short 


把 显示 输出 格式 改 为 默认 的 设置 。 


数值 线性 代数 中 还 有 另外 三 个 重要 的 量 : 和 给 阵 范 数 (matrix normn)、 特 征 值 (eigenvalues) 


和 奇异 值 (singular values) ， 用 下 面 的 命令 分 别 计算 它们 。 


z = DOorm (R) 
e = eig (有 ) 
S = SVdQI(RA) 
显示 计算 结果 为 
基 = 
J5 
扎 = 
15.0000 
4.8990 
-4.8990 
与 三 
15.0000 
6.9282 


3 .4641 


了 7 
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幻 方 和 15 在 三 个 结果 中 都 出 现 , 这 是 由 于 元 素 全 为 1 的 向 量 ,既是 这 个 和 矩阵 的 特征 向 量 , 也 
是 它 的 左 、 右 奇异 向 量 。 

到 月 前 为 至 , 所 有 的 计算 都 采用 的 是 浮 点 算术 。 浮 点 算术 几乎 用 于 所 有 的 科学 和 工程 计 
算 中 , 尤其 对 于 大 的 矩阵 。 但 对 于 3x 3 的 矩阵 , 采用 符号 算术 或 者 连接 到 Mapie 的 符号 工具 
盒 来 重复 前 面 的 计算 也 非常 容易 。 命 令 

有 = Sym(&A) 


将 A 的 内 部 表示 改变 为 符号 形式 ,其 显示 为 


及 





[ 8 
[ 3，5，7] 
[ 4 


现在 , 下 面 这 些 命令 
surm (RAR) ，Sum(RA')，dGet(RA)，inv(RA)，eig(RA) ，Svda(RA) 


产生 符号 结果 。 特 别 值得 注意 的 是 , 这 个 矩阵 的 特征 值 问题 可 以 精确 地 求解 ， 其 结果 为 

已 = 

[ 15] 

[ 2*6”`(1I/2)] 

[ -2*6~(1/2)】] 

西方 文艺 复兴 时 期 有 一 幅 由 Albrecht Diirer 创作 的 版 画 Melaxncolie ,其 画面 显示 了 包括 
4Xx4 幻 方 在 内 的 几 个 数学 主题 , 通过 一 个 MATLAB 的 数据 文件 我 们 可 以 看 到 这 幅 版 画 的 电 
子 版 。 执 行 


Joad qureL 


wheos 
其 输出 结果 为 
X 648X509 2638656 Goupble arLzay 
Caption 2Xx28 112 char arLay 
map 1L128x3 3072 Geouble array 
其 中 矩阵 X 的 元 素 为 灰 度 彩色 图 map 的 索引 ，, 这 幅 版 画 可 通过 执行 下 面 的 命令 加 以 显示 。 
image (XI) 


colormap (map) 
axis image 


用 鼠标 点 击 工具 条 中 “+ "号 放大 镜 按 钮 ,可 将 版 画 右上 角 的 幻 方 图 像 放 大 , 这 时 可 明显 地 看 
出 图 像 扫描 时 采用 的 分 辩 率 。 命 令 

Joad aqQetail 

image () 

Colormap (map ) 

axis image 


显示 了 幻 方 周围 图 像 的 高 分 辨 率 扫描 结果 。 
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命令 
有 = magic(4) 


生成 一 个 4 义 4 幻 方 。 


久 二 
16 2 3 13 
S 工 圭 10 8 
9 了 6 2 
4 14 15 工 
命令 
sum (有 R) ，SsSum(RA' )，sum(daiag(A) ) ，sum(aiag(E1Lizpua(RA) ) ) 


的 计算 结果 均 为 34, 验证 了 R 确实 是 个 约 方 符 阵 。 
由 MATLAB 生成 的 4x4 幻 方 与 Diirer 版 画 中 的 有 所 不 同 。 我 们 可 以 交换 矩阵 a 的 第 
二 、 三 列 再 看 看 。 


R=Ri[1324]) 
这 样 矩 阵 R 变 为 
六 = 
16 3 2 13 
5 10 11 8 
9 6 7 12 


么 15 工 4 工 


交换 矩阵 的 列 不 会 改变 列 元 素 之 和 或 行 元 素 之 和 , 通常 它 会 改变 对 角 线 元 素 之 和 , 但 对 这 个 
例子 ,交换 第 二 、 三 列 后 ,两 个 对 角 线 元 素 之 后 仍 是 34。 这 时 我 们 得 到 的 幻 方 就 和 Diirer 版 
画 中 的 完全 一 样 了 。PDiirer 在 画 中 选择 这 个 4x4 约 方 , 可 能 是 为 了 让 他 工作 的 日 期 “1514"” 年 
正好 在 抑 阵 最 后 一 行 的 中 间 位 置 显 示 。 

上 面 讨 论 了 两 个 不 同 的 4x4 约 方 , 其 实 总 共有 880 个 4 阶 约 方 ,而 $ 阶 幻 方 则 有 
275305224 个 。 确 定 6 阶 幻 方 或 更 高 阶 幻 方 的 数量 是 一 个 未 解 的 数学 难题 。 

4x4 约 方 的 行列 式 ,，det(RA) ， 为 0。 如 果 我 们 计算 它 的 道 


inv (有 ) 


得 到 下 面 的 显示 

Warning: Matrix is close to singular or badly scaleda . 

Resulits may be inaccurate . 

可 见 幻 方 矩阵 可 能 是 奇异 抢 阵 。 那 么 到 底 哪些 阶 次 的 幻 方 矩阵 可 能 奇异 呢 ? 我 们 用 挎 阵 的 秩 
(rank) 来 定义 矩阵 中 线性 无 关 的 行 或 列 的 数量 , 则 当 且 仅 当 一 个 xj 符 阵 的 秩 小 于 ”时 ， 
它 为 奇异 符 阵 。 

执行 命令 

for nn = 1:24，Lr(n) = rank(magic () ) : enda 


[(1:24) 7T] 
输出 一 个 幻 方 阶 数 和 秩 的 对 应 表 
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荆 工 
2 2 
3 3 
4 3 
5 5 
6 5 
7 7 
8 3 
9 9 
10 7 
工 工 1 
12 3 
13 13 
工 4 9 
5 工 5 
16 3 
17 17 
18 TI 
19 19 
20 3 
21 21 
22 13 
23 23 
24 3 


由 于 magic(2) 其 实 不 是 严格 意义 上 的 约 方 , 我 们 忽略 表 中 2 = 2 的 情况 。 仔 细 观 察 这 个 对 应 
表 , 看 看 能 否 发 现 什么 规律 。 为 便于 观察 , 我 们 再 用 一 个 柱状 图 来 显示 。 


bar ( 工 ) 
title('Rank of magic sgquares') 


生成 图 1-4。 


25 








10 13 


图 1-4 约 方 的 秩 


MATTILAB 介绍 27 





根据 矩阵 的 秩 , 可 将 幻 方 分 为 三 种 类 型 ; 

奇数 阶 : ”是 奇数 ; 

。 单 偶数 阶 : ”是 2 的 倍数 , 但 不 是 4 的 倍数 ; 

。 双 偶 数 阶 : 交 是 4 的 倍数 。 
通过 观察 阶 数 和 秩 的 对 应 表 , 以 及 图 1-4 的 柱状 图 , 我 们 得 出 如 下 结论 。 奇 数 阶 幻 方 , 即 = 
3,， 5,，7,，…， 有 满 秩 ,因此 它们 是 非 奇异 矩阵 并 存在 逆 和 矩阵。 双 偶 数 阶 幻 方 , 即 = 4， 8， 
12，…，, 无 论 ”多 大 , 其 秩 均 为 3, 因此 它们 可 以 说 是 非常 奇异 (very singular)。 单 偶数 阶 幻 
方 , 即 2=6,，10,，14, …，, 秩 为 x+2, 它们 也 是 奇异 矩阵 , 但 相 比 双 偶数 阶 幻 方 来 说 行 或 | 24 
列 的 线性 相关 性 更 小 。 

在 MATLAB 第 6 版 或 更 新 的 版 本 中 , 可 以 查看 生成 幻 方 的 M 文件 。 执 行 


edit magic .m 
或 


type magic.m 


将 看 到 程序 代码 中 三 种 不 同 的 处 理 方式 。 
不 同 的 幻 方 产 生 不 同 的 三 维 表面 图 。 采 用 不 同 的 参数 n 执行 下 面 的 命令 
Suzf (magic (TD) ) 
axiS off 


set (gcft, doublebuffer' ,on') 
CameLratoolbar 


当 采 用 不 同 的 照相 工具 移动 视点 时 ,两 次 缓存 防止 了 图 像 的 闪烁 。 下 面 的 程序 代码 生成 
图 1-5。 





图 1-5 ” 幻 方 矩阵 的 表面 图 
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for mn = 8:11 
subplot (2,2,n-7) 
Sutrf (magic (n) ) 
tritlIe (num2str (D) ) 
ax1lS Oftt 
View(30,45) 
axiSs 七 I9ht 

endG 





1.5 密码 系统 


本 节 用 一 个 密码 系统 的 例子 来 展示 MATLAB 是 如 何 处 理 文本 和 字符 串 的 加 密 技 术 也 称 
为 项 尔 密 码 (Hill cipher), 它 涉及 到 在 一 个 有 限 区 域 (finite field) 内 的 算术 运算 。 

几乎 所 有 的 现代 计算 机 都 采用 ASCII 字符 集 来 存储 基本 的 文字 。ASCII 的 全 称 是 美国 信 
息 交 换 标 准 代码 (Amercian Standard Code for Information Interchange) ， 这 套 字符 集 采 用 8 位 
字 节 中 的 7 位 来 为 128 种 字符 编码 。 前 32 个 字符 是 不 可 打印 的 控制 符 ， 比 如 tab( 制 表 符 )、 
backspace( 退 格 符 ) 和 end-of-line( 行 结束 符 )。 第 128 个 字符 是 另 一 个 不 可 打印 的 控制 符 ， 对 
应 于 键盘 上 的 Delete( 删 除 ) 键 。 在 这 些 控制 符 之 间 是 95 个 可 打印 字符 , 包括 space( 空 格 符 )、 
10 个 数字 、26 个 小 写 英文 字母 、26 个 大 写 英文 字母 ,以 及 32 个 标点 符号 。 

MATLAB 能 方便 地 将 所 有 可 打印 字符 , 按 其 在 ASCII 码 中 的 顺序 显示 。 先 输入 命令 


X = YeShape(32:127,，32，31) 


产生 一 个 3x32 的 矩阵 


匡 二 


32 33 34  ... 61 62 63 
64 65 66  ... 93 94 95 
96 97 938  ..-. 125 126 127 


函数 char 将 数字 转换 为 字符 。 执 行 命令 


C = char (XI) 


输出 结果 为 


已 一 

1 9#Ss&'()wx+，-.V/0123456789:;<=>? 
GRABCDEEFGHIJKLMNOPORSTUVWXYZ [\] > 
“abcdeftoghijklLmnopbdrscuvwxyz{|} 


由 于 和 失 阵 x 中 的 最 后 一 个 元 素 是 127,， 对 应 于 不 可 打印 的 删除 字符 ,因此 在 上 面 的 字符 串 
中 没有 显示 出 来 。 读 者 可 以 试 试 上 面 的 命令 , 看 看 实际 显示 的 情况 。 
字符 绅 c 的 第 一 个 位 置 是 空 的 , 说 明 


Char (32) 


等 同 于 空格 符 


c 中 的 最 后 一 个 可 打印 字符 是 波浪 线 (tilde) ， 说明 


chazr (126) 





MATLAB 介绍 23 





表示 数字 的 字符 显示 于 c 的 第 一 行 。 事 实 上 
Q = char(48:57) 


显示 了 一 个 长 度 为 10 的 字符 串 
人 = 


0123456789 

通过 使 用 double 或 real 函数 , 这 个 字符 串 可 转化 为 对 应 的 数值 。 执 行 
Gouble (dj) - “0 

其 输出 结果 为 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 


比较 c 的 第 二 行 和 第 三 行 , 我 们 发 现在 给 大 写字 母 的 ASCII 编码 加 上 32 后 , 便 得 到 对 应 
的 小 写字 母 的 ASCII 编码 。 理 解 了 这 种 编码 规则 , 将 使 我 们 能 在 MATLAB 中 用 向 量 和 和 矩阵 
操作 来 处 理 文本 。 

人 们 常常 将 ASCII 编码 标准 加 以 扩展 “以 ”使 用 一 个 字 节 中 的 所 有 8 位 , 但 那些 扩展 出 的 
字符 的 显示 , 则 取决 于 所 用 的 计算 机 、 操 作 系统 、 选 择 的 字体 、 甚 至 用 户 所 在 的 国家 。 试 试 
在 自己 机 器 上 运行 


char (reshape(160:255,32,3) ”) 


看 输出 什么 样 的 结果 。 

这 里 讨论 的 加 密 技 术 使 用 了 模 运 算 (modular arithmetic) ， 其 中 涉及 的 所 有 量 均 为 整数 ， 
而 计算 结果 都 需要 对 一 个 素数 训 来 取 余 数 或 模 数 (modulus)。 函 数 ren(x，Y) 和 mod(x， yY) 都 
可 计算 x 除 以 Y 后 得 到 的 余数 , 若 x 和 Y 正 负 号 相同 , 则 两 者 得 到 相同 的 结果 , 且 结 果 的 正 
负 号 和 x 或 Y 的 一 致 ; 若 x 和 Yy 正 负 号 相反 , 则 rem(x， 中) 的 计算 结果 和 x 的 正 负 号 相同 ,而 
mod(x，yY) 的 计算 结果 和 Y 的 正 负 号 相同 。 下 面 用 一 个 表格 来 加 以 说 明 。 


区 [37 -37 37 -37] '; 


中 用 其 


y = [10 10 -10 -10] '; 

工 [xx Y rem(x,y) mod(x,y)] 
显示 结果 为 

37 10 7 7 

-37 10 -7 了 3 

37 -10 7 -3 

~37 -10 -7 -7 了 


这 里 使 用 所 有 ASCIL 可 打印 字符 (而 不 仅仅 是 英文 字母 ) 来 对 文本 加 密 , 一 共 包括 95 个 
字符 。 可 表示 的 最 大 素数 加 为 97, 因此 通过 对 户 的 求 模 运算 可 以 用 整数 0: p- 1 来 表示 这 户 
个 字符 。 | 

假设 一 次 对 2 个 字符 进行 编码 ， 则 将 它们 用 一 个 2 维 向 量 z 来 表示 。 例 如 , 要 考虑 的 文 
本 中 有 两 个 字符 "TY ,它们 对 应 的 ASCII 编码 值 为 84 和 86, 减 去 32, 可 使 表示 字符 的 值 从 0 
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开始 ,从 而 得 到 列 向 量 
-人 2) 
“54 


. 加密 过 程 是 通过 做 2x 2 的 矩阵 和 向 量 乘法 ,再 对 祖 取 模 来 实现 的 。 此 外 ,我们 采用 符 
号 三 来 指明 两 个 整数 对 指定 的 素数 有 相等 的 余数 ; 





yy 三 AZz，mod 妃 
其 中 抢 阵 A 为 
71 2 
4-| 2 4] 
在 我 们 的 例子 中 , 计算 乘积 Az 得 
= (ps0] 
1508 
再 将 它 对 如 取 模 , 最 后 的 结果 为 
117 
” (5 


通过 加 32, 可 将 它们 转换 为 字符 形式 ,， 即 1U 。 
下 面 有 一 个 很 有 趣 的 现象 ,就 是 对 整数 加 取 模 之 后 , 矩阵 A 就 等 于 它 自己 的 逆 。 如 果 


y=EEAz，mod 旋 
那么 
Z= 王 Ay，mod 
换 句 话说 , 在 对 户 的 模 运 算 中 ，A? 是 个 单位 矩阵 ,可 以 用 MATLAB 验证 这 一 点 。 
P = 971; 
有 RA= [71 2;) 2 26] 
I = mod(RA`2,Dp) 
运行 结果 为 
及 = 
7 了 1 2 
2 26 
I = 
工 0 
0 工 
这 表明 加 密 的 过 程 就 是 它 自身 的 道 过 程 ,同样 的 一 个 函数 既 可 以 用 来 对 一 条 信息 加 蜜 ,也 可 
以 用 来 解密 。 


M 文 件 crypto.m 用 下 面 的 文字 作为 导言 。 


function yY = CrYypto (X) 

8 _ CRYPTO _ Cryptography example . 

8 y = crypto(x) converts an ASCII text string inta-another 
$ _ coded string. The function is 让 s Own inverSe， SO 

当 ”Cryptof(crypto(x)) gives X back . 

多 See alSso: ENCRYPT . ， 
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在 给 素数 请 赋值 的 语句 前 有 一 段 注释 。 


$ Use a two-character Hill cipher with arithmetic 
$ moaulo 97，a Prime. 
P = 97; 


选择 两 个 大 于 128 的 ASCII 字符 , 将 输出 的 字符 集 从 95 个 扩展 为 97 个 。 


C1 char (169) ; 
C2 Char (174) ; 
XI(Xx==cl) = 127) 
X(X==C2) = 128:; 


将 字符 转换 为 对 应 的 数值 的 语句 为 


Xx = moQ(Treal (X-32) ,PP) ， 


为 了 作 和 矩阵 向 量 乘 , 将 输入 的 字符 串 表 示 为 两 行 、 多 列 年 阵 的 形式 。 


2*fl1cocor (1ength(x)/2) ; 
reshape(x(1:n) ,2,n/2) ; 


进行 了 上 述 准 备 后 , 我 们 可 方便 地 进行 有 限 范围 的 算术 运算 了 。 


$ Bncode with matrix multiplication modulo P. 
RA= [71 2; 2 26]:; 
Y = mod(RAxX,P) ; 


作 革 


也 
区 


和 和 


将 计算 结果 再 还 原 为 一 行 表示 。 


Yy = freshape(Y,1,Dn) ; 


如 果 长 度 length(x) 为 奇数 , 对 最 后 一 个 字符 的 编码 为 


if JIength(x) > 
y(n+l) = modQ((P-1)*x(n+L)，P)， 
end 


最 后 , 将 数字 再 转换 为 字符 。 


YyY = char (yY+32) ; 
Y(y==127) = Cl:; 
Y(Yy==128) = Cc2; 


下 面 详细 看 看 Y= crypto( "Hello world ) 的 计算 过 程 。 首 先 初始 化 字符 串 。 


X = “Helle World 、 


再 转换 为 整数 向 量 。 
三 
40 69 76 76 79 0 87 79 82 76 ,68. 


由 于 length(x) 为 奇数 ,所 以 形成 两 行 、 多 列 矩阵 时 直接 忽略 了 最 后 一 个 元 素 
X = aa 
40 76 79 87 82 
69 76 0 79 76 
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通过 一 般 的 答 阵 向 量 乘 我 们 得 到 一 个 中 间 结 果 。 





2978 5548 5609 6335 5974 
1874 2128 158 2228 2140 
然后 , mod( .，p) 取 模 运 算 生 成 
YY = 
68 19 80 30 57 
31 91 61 94 6 
它 被 重新 排列 成 一 个 行 向 量 。 
Y = 
68 31 19 5%1 80 6l1 30 94 57 6 
现在 x 的 最 后 一 个 元 素 单独 编码 ， 再 加 到 Y 的 末尾 。 
YY = 
68 31 19 9 8 61 30 94 57 6 29 


最 后 把 Y 转 换 回 字符 串 ,得 到 了 加 密 后 的 结果 。 
y = “da?3{P]>~Y&=: 


如 果 再 计算 crypto(Yy) , 将 得 到 原始 的 字符 串 "Hello world 。 
1.6 3n+1 序 列 


本 节 介 绍 数论 中 一 个 著名 的 未 解决 问题 。 假 设 从 任意 一 个 正 整数 ”开始 , 重复 下 列 
步 又; 

。 若 2=1, 停止; 

。 若 ”为 偶数 , 将 其 蔡 换 为 :7]2; 

。 若 "为 奇数 , 将 其 替换 为 32 +1。 
例如 , 从 2 =7 开 始 , 生成 的 整数 序列 为 

7, 22,，11,， 34, 17, S2,， 26,，13, 40, 20,， 10, 3S，16,， 8, 4,，2，1 

这 个 序列 经 过 17 步 后 终止 。 注 意 , 只 要 ” 的 值 达 到 2 的 整数 寡 , 那么 序列 将 再 过 logzn 步 后 
停止 。 

未 解决 的 问题 是 ， 上 面 这 个 过 程 总 会 停止 吗 ? 或 者 说 , 是 否 存在 某 个 初始 的 ” 值 , 使 得 
上 述 过 程 不 停 地 继续 ? 其 生成 的 数 越 来 越 大 , 或 者 形成 了 某 种 周期 性 循环 。 

这 就 是 著名 的 3 +1 问题 , 包括 Collatz，Ulam 和 Kakatani 在 内 的 许多 著名 数学 家 都 对 
它 进行 过 研究 ，Jeffrey Lagarias 也 曾 写 过 一 篇 讨论 它 的 综述 性 文章 [35]。 

下 面 的 MATLAB 代码 生成 从 指定 的 ” 开始 的 32 +1 序 列 。 


YY = 暗 ; 
whilen > TI 
E zem (也 ,2) == 


DLL = DA2; _ 
else 了 、、 L L 罗 ， ， 四 了 
了 = 3xmn+I; 
enaQ 
Y = [y nl]:; 
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我 们 事先 无 法 知道 存储 该 序列 的 向 量 了 长 度 是 多 少 , 但 语 名 


Y = [y ml]: 


每 次 执行 都 自动 把 length(y) 增 加 1。 

大 体 上 , 未 解决 的 问题 等 价 于 ， 上 面 这 段 程序 能 一 直 运 行 下 去 吗 ? 但 实际 上 , 当 32 +1 
大 于 23 时 , 浮 点 数 运算 的 伟人 误差 将 使 计算 不 准确 。 然 而 仍然 可 以 通过 上 述 程序 来 研究 中 
等 大 小 的 ” 值 。 

我 们 将 上 面 的 程序 其 人 到 一 个 贺 形 用 户 界面 中 , 完整 的 函数 在 M 文件 threenplusl.m 
中 。 例 如 , 我 们 执行 


threenplusl (7) 
生成 图 1-6。 


-7 
52 生 


图 1-6 threenplus1 


这 个 M 文 件 的 开始 部 分 是 该 函数 标题 的 序言 和 help 信息 。 


function 上 threenpPlusl () 

多 Three nn Plus 1 . 

Study the 3D+1 Sedquence . 

threenplus1l (D) Plots the sequence Starting with nn. 
threenplIus1 with no argumentSsS StartSs with Dn = 
uiconttrols decrement or jincrement the Starting DTn. 
IS jit possible for this to xun forever? 


下 一 部 分 代码 , 将 当前 的 图 像 窗口 置 于 最 前 面 并 将 其 重 置 。 在 图 的 下 面 中 央 位 置 显 示 两 个 默 
认 类 型 uicontrol 的 按钮 ， 其 像素 坐标 分 别 为 [260，51 和 [300，5], 大 小 均 为 23 x 22 像素 ， 
分 别 标 有 “< 和“” > '"。 如 果 按 下 其 中 一 个 按钮 ， 将 执行 "callback , 分 别 使 用 -1 和 ”+1 人 参数 
递归 调用 该 冰 数 。 当 前 图 gef 的 "tag 属性 设置 为 一 个 特殊 字符 串 ， 防 止 这 段 代 码 被 重复 
执行 。 


加 op 吨 吕 





28 第 工 站 





it “isegqual (get (gcf，'tag')，'3n+l1) 
shg 
ClLE reSset 
uicontrol( ... 
' position'，[260 5 25 22] ， 
“String ，' < ，... 
Callback' ,，'threenplus1(′ -1 )) 
uicontzol 人 
:Position',，[300 5 25 22] ， 
“String"，' > ， 。 
Callback' ，'threenplusl(′'+1')) 7; 
set (gcfE tag，'3n+1 7 ) ; 
enaQ 


下 一 段 程序 设置 n 值 。 如 果 函 数 的 输入 参数 nargin 为 0, 则 给 n 赋值 1。 如 果 函 数 的 输入 参 
数 是 通过 按钮 回调 所 传递 的 字符 串 ,， 则 n 的 值 取决 于 图 形 的 "userdata ' 域 , 并 相应 地 加 工 或 
减 1。 如 果 输 入 参数 不 是 字符 串 , 则 n 用 于 后 续 的 计算 。 任 何 情况 下 , n 都 存 于 "userdata 域 
中 ,以 便于 后 续 函 数 调 用 。 


E nargin == 


Ba= 1 工 ; 
elseif isequal (了 -1 ) 
mn = get (gcft,'userdata') - 1; 


elseliftf isegqual (， +17) 
也 = get (gcf ,usSerdata') + 1; 
end 
itn< 1,n=- 1 enda 
Set (gcf, userdGata' ,了 ) 


下 面 这 段 程序 在 前 面 已 介绍 过 , 它 执行 了 实际 的 计算 过 程 。 


Y = 刁 ; 
whileDn > 1 
E zem (2)== 


= mn/2; 
elSe 

E = 3xmn+lL; 
enmd 
YyY = [yzDnj:; 


endQ 


最 后 一 段 代 码 用 直线 连接 的 点 画 出 了 生成 的 整数 序列 ,图 中 纵 坐 标 使 用 了 对 数 标 尺 ， 以 及 定 
制 的 坐标 刻度 。 


Semilogy(y,，”.- ) 

axis 七 Ight 

ymax = max(Yy) ; 

ytick = [2.”(0:ceil(1og2 (ymax) ) -1) Yymax] ; 

if length(ytick) > 8，ytick(end-1) = [] enda 
Set (gca, "ytick' ytick) 

titlelfn = ′ num2str(y(1I))]) 
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1.7 浮 点 算术 


很 多 人 认为 ; 

。 数值 分 析 是 关于 浮 点 算术 的 研究 。 

。 浮 点 算术 不 可 预料 ， 更 难于 理解 。 

本 书 的 内 容 将 说 明 上 述 观点 都 是 错 的 。 在 本 书 中 , 实际 上 只 有 很 少 一 部 分 内 容 是 关于 浮 点 算 
术 的 , 但 讨论 到 这 方面 问题 时 ,我 们 将 说 明 浮 点 算术 不 但 是 强大 的 计算 工具 , 而 且 在 数学 上 
也 非常 优美 。 

当 我 们 仔细 考虑 像 加 法 、 乘 法 等 基本 算术 运算 的 定义 时 ， 便 不 可 避免 要 涉及 实数 这 样 的 
数学 抽象 。 由 于 实数 的 定义 包含 了 极限 和 无 限 等 概念 ,所 以 不 适合 于 在 实际 计算 中 使 用 。 事 
实 上 ,MATLAB 和 大 多 数 其 他 的 科学 计算 环境 使 用 浮 点 算术 体系 ,其 中 包含 一 个 有 限 精度 
的 有 限 数 的 集合 , 这 会 导致 舍 入 (roundoff)、 下 溢 (undertlow) 和 上 溢 (overflow) 等 现象 的 出 
现 。 通 常 在 使 用 MATLAB 时 , 我 们 不 需要 考虑 这 些 细节 , 但 偶尔 , 根据 它们 可 以 解释 浮 点 数 
的 一 些 属性 和 限制 。 | 加 

二 十 年 前 , 关于 浮 点 数 使 用 的 状况 比 现在 复杂 得 多 。 那 时 , 每 种 计算 机 都 有 自己 的 浮 点 
数 体系 , 有 的 使 用 二 进 制 , 有 的 使 用 十 进 制 ,甚至 还 有 一 种 俄罗斯 的 计算 机 使 用 三 进 制 算 术 。 
而 在 二 进 制 计算 机 中 ,有 些 使 用 2 为 基数 ， 有 些 使 用 8 或 16, 并 且 各 自用 不 同 的 精度 来 表示 
数 。1985 年 ，IEEE 标准 委员 会 和 美国 国家 标准 局 为 二 进 制 浮 点 数 体系 共同 采纳 了 ANSI/ 
IEEE 754-1985 号 标准 。 这 个 标准 文件 是 来 自 大 学 、 计 算 机 制造 商 、 微 处 理 器 公司 的 92 位 数 
学 家 、 计 算 机 科学 家 和 工程 师 组 成 的 工作 组 历时 十 年 工作 的 结晶 。 

198s 年 以 后 的 计算 机 都 使 用 IEEE 标准 的 浮 点 算术 体系 , 这 并 不 意味 着 它们 都 有 完全 相 
同 的 计算 结果 ,因为 在 这 个 标准 内 还 允许 有 少量 的 变化 。 但 是 , 我 们 现在 的 确 有 了 一 个 与 计 
算 机 类 型 无 关 的 模型 , 可 以 研究 浮 点 算术 的 行为 。 

MATLAB 传统 上 使 用 IEEE 的 双 精 度 格 式 。 单 精度 格式 可 以 节省 存储 空间 , 但 在 速度 上 
较 慢 。MATLAB 7 对 单 精 度 浮 点 算术 提供 了 支持 , 但 在 本 书 中 将 只 讨论 双 精 度 格 式 。 此 外 ， 
还 有 一 个 可 选 的 扩展 精度 格式 ， 这 也 是 为 什么 各 种 计算 机 之 间 不 完全 统一 的 原因 。 

大 多 数 的 非 零 浮 点 数 是 规范 化 的 , 这 意味 着 可 以 表示 为 

过 = 士 (1+ 亡 .2e 
其 中 /为 小 数 或 称 为 尾数 , 而 e 是 指数 。 小 数 了 满足 

0 委 f<1 
并 且 必 须 用 最 多 52 位 的 二 进 制 数 表示 , 也 就 是 说 22 了 是 如 下 区 间 内 的 整数 
0<22 < 252 

指数 e 是 如 下 区 间 内 的 整数 

一 1022 委 e 委 1023 
了 有限 的 取 值 造成 了 精度 上 的 限制 ，e 有 限 的 到 值 造 成 了 范围 上 的 限制 ,任何 不 满足 这 些 限 
制 的 数 必须 加 以 近似 才能 表示 。 

一 个 双 精 度 浮 点 数 存储 为 一 个 64 位 的 字 中 , 其 中 S2 位 存 六 , 11 位 存 e, 1 位 表示 数 的 正 
负 号 。 通 过 存储 e + 1023 免 去 了 对 e 正 负 号 的 考虑 ,因为 前 者 值 的 范围 为 1 到 24 - 2。 指数 
域 上 的 两 个 极 值 , 0 和 24 - 1, 被 保留 用 于 表示 浮 点 数 例外 值 ， 后 面 将 加 以 介绍 。 

浮 点 数 的 整个 小 数 部 分 不 是 太 , 而 是 1+ 六, 它 占 $3 位 。 然 而 , 首位 的 1 并 不 需要 存储 ， 
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这 样 IEEE 格式 便 将 65 位 的 信息 打包 成 64 位 的 一 个 字 。 

程序 floatgui 显示 了 一 个 带 可 变 参 数 的 模型 浮 点 数 系统 中 正 数 的 分 布 情况 。 参 数 为 用 
来 存储 了 的 位 数 , 换言之 , 2 是 个 整数 。 参 数 em 和 euz 指 定 指数 的 范围 , 因此 erzs 委 e 委 euro。 
在 初始 状态 ,floatgqui 设置 +=3，e = 一 4, 而 eu =3, 生 成 的 浮 点 数 分 布 如 图 1-7 
所 示 。 


国王 必 1 人 NE 1 1 1 1 1 1 了 


1716 12 1 2 入 8-1/2 
图 17 floatgui 


在 每 个 二 进 制 区 间 2* 委 z 委 2 1 中 , 数 按 间隔 3 :等 距离 排列 。 例 如 , 当 e=0 且 上 =3 
时 , 1 和 2 之 间 数 的 间隔 为 18。 当 e 变 大 时 ,这 个 间隔 也 变 大 。 

采用 对 数 刻度 来 显示 浮 点 数 的 分 布 也 很 有 意义 。 图 1-8 显示 了 选中 logscale 属性 后 
floatgui 函数 的 输出 , 其 中 上 =5, es= -4, ez=3。 在 对 数 刻度 下 , 可 以 明显 地 看 出 每 个 
二 进 制 间隔 中 数 的 分 布 是 一 样 的 。 


1/16 178 1/4 1/2 ] 2 4 8 16--1/4 
1-8 ”floatgui(logscale) 


在 flocatgui 的 图 形 界 面 上 , 高 亮 部 分 显示 了 浮 点 算术 体系 中 非常 重要 的 量 。 在 MAILAB 
中 这 个 量 被 称 为 eps, 是 machine ezpsilon 的 缩写 。 
eps 是 从 1 到 下 一 个 较 大 的 浮 点 数 的 距离 。 
在 floatgui 显示 的 模型 浮 点 系统 中 , eps= 2( -+t)。 
在 IEEE 标准 设立 前 , 不 同 的 机 器 有 不 同 的 eps 值 。 现 在 , 对 于 IEEE 双 精 度 系统 ， 


eps = 2`(-52) . 


换算 为 十 进 制 的 近似 数 为 2.2204.10-1。eps/2 或 eps 通常 被 称 为 伟人 误差 级 别 。 当 一 个 计 
算 结 果 用 最 接近 的 浮 点 数 来 近似 时 ， 可 能 造成 的 最 大 相对 误差 为 eps/2， 而 两 个 浮 点 数 的 最 
大 相对 间 上 臣 为 eps。 不 论 何 种 情况 , 舍 人 误差 级 别 大 约 是 16 位 十 进 制 数 。 

一 个 最 常 发 生 舍 人 的 例子 就 是 下 面 的 MATLAB 语句 


上 = 0.1 


由 于 用 二 进 制 表达 十 进 制 分 数 1710 需要 一 个 无 穷 级 数 , 存储 于 t 的 数值 并 不 精确 等 于 0.1。 
事实 上 ， 

1 
在 第 一 项 之 后 ,后 续 项 的 系数 按 1, 0, 0, 1 重复 出 现 ,根据 这 个 规律 以 四 项 为 一 组 进行 合 
后 , 可 得 到 一 个 基 为 16, 或 十 六 进 制 (hexadecimal) 的 序列 。 
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1 _ ， - 9 9 9 9 . 
10= (+16+ 训 +156+ 训 + ) 
需要 在 二 进 制 表达 式 的 第 $2 项 , 或 十 六 进 制 表达 式 的 第 13 项 截断 这 个 无 穷 级 数 的 小 数 部 


分 ,然后 进行 向 上 或 向 下 伟人, 才能 得 到 1710 的 浮 点 数 近似 值 。 因 此 








11<17LL0<t 
其 中 
_ 9 9 9 9 9 
_D-4。 了 之 .。 
缮 一 (+ 攻 + 训 + 就 + + 
_ 9 9 9 9 10 
一 D-4， 了 了 了 1 过 
2 二? (+ 让 + 人 + 就 + + 
可 以 发 现 1710 更 接近 于 总 ,因此 :上 等 于 妃 。 换 名 话说， 
ti=(1+ 廊 .2? 
其 中 
-9 9 9 .9 ， 0o 
7 一 16+16 7 16 人 162 165 
ee 二 一 人 
MATLAB 命令 


format heX 
将 七 显示 为 
3ftb999999999999a 
字符 a 到 代表 十 六 进 制 的 “数字 ”10 到 1$。 前 三 个 字符 ,3fb， 为 十 进 制 数 1019 的 十 六 进 制 
表示 , 即 e 为 -4 时 , 对 应 的 偏 置 指数 为 e+ 1023。 其 他 13 个 字符 是 小 数 太 的 十 六 进 制 表示 。 
总 之 , 存 于 上 中 的 数 非常 接近 0.1, 但 不 精确 等 于 0.1。 这 种 差别 有 时 很 重要 ,例如 
0.3/0.1 
并 不 精确 等 于 3, 因为 实际 的 分 子 比 0.3 小 一 点 ， 而 实际 的 分 母 比 0.1 大 一 点 。 
长 度 为 t 的 十 步 并 不 精确 地 等 于 长 度 为 1 的 一 步 。MATLAB 进行 了 仔细 处 理 , 使 得 向 量 
0:0.1:1 
的 最 后 一 个 元 素 精确 地 等 于 1。 但 如 果 自 己 通过 重复 加 0.1 来 构造 这 个 向 量 , 将 不 能 精确 地 
达到 最 后 的 那个 1。 
黄金 分 割 比 的 浮 点 数 近 似 是 怎样 的 呢 ? 


format hex 


phi = (1 + SGqrt(5))7/2 
生成 结果 
Phi = 
3ff9e3779b97fE4a8 


第 一 个 十 六 进 制 数 3, 在 二 进 制 中 为 0011。 第 一 个 二 进 制 位 是 表示 浮 点 数 的 正 负 号 : 0 为 正 ， 
1 为 负 , 因此 phi 为 正 数 。 前 三 个 十 六 进 制 数字 的 其 他 部 分 表示 e + 1023, 在 这 个 例子 中 用 
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16 进 制 表 示 的 3f 即 为 十 进 制 的 3.16 + 15$.16+1S$= 1023。 因 此 
e 二 0 
事实 上 , 任何 1.0 和 2.0 之 间 的 浮 点 数 都 有 e=0, 因此 它 的 hex 输出 都 以 3ff 开始 。 其 他 的 
13 个 十 六 进 制 数 表示 六 在 此 例子 中 ， 
1 
以 这 些 /和 e 的 值 , 有 
(1+ 广 22= 风 

下 面 的 程序 段 提 供 了 另 一 个 例子 。 

format 1ong 

有 4/3 

D 习 - 1】 

C 3yX 

e 1 - ec 


若 精确 计算 e 将 为 0, 但 使 用 浮 点 数 , 输出 结果 为 


忌 = 
1.33333333333333 


D = 
0.33333333333333 
尼 三 
1.00000000000000 

已 = 
2.220446049250313e-016 


在 上 述 程序 段 的 第 一 条 语句 中 , 仅 在 执行 除法 时 产生 了 含 人 ,除非 是 用 俄罗斯 的 三 进 制 计 算 
机 , 否则 商 不 可 能 精确 地 等 于 43。 因 此 , 存储 于 a 的 数 近 似 于 , 但 不 精确 等 于 4/3。 减 法 
b=a-1, 生成 一 个 最 后 一 位 是 0 的 b, 这 意味 着 执行 乘法 3* b 时 , 不 存在 伟人 。 存 于 c 的 值 
不 精确 等 于 1, 因此 e 也 就 不 等 于 0。 在 使 用 IEEE 标准 之 前 , 这 段 程序 用 于 快速 估计 各 种 计 
算 机 的 伟人 误差 级 别 。 

伟人 误差 级 别 sps 有 时 被 称 为 “ 浮 点 零 ", 但 这 是 用 词 不 当 , 因为 有 许多 远 小 于 eps 的 浮 
点 数 。 最 小 的 正规 范 化 浮 点 数 有 =0 且 e= -1022,， 最 大 的 浮 点 数 则 有 F， 比 1 工 小 一 点 且 
e=1023。 在 MATLAB 中 , 这 些 数 被 称 为 realmin 和 realmax。 和 eps 一 起 , 它们 组 成 了 这 
个 标准 体系 。 


Binary Decimal 
eps 2”(-52) 2.2204e-16 
ealmin 2”`(-1022) 2.2251e-308 
zealmax (2-epS)*2”`1023 1.7977e+308 


如 果 出 现 计 算 结 果 大 于 realmax 的 情况 , 称 为 上 溢出 。 这 个 计算 结果 为 一 个 例外 浮 点 数 ， 
称 无 穷 大 (infinity) ,或 Imf， 表 示 为 AF=0 且 e=1024, 并 满足 关系 1/Inf = 0、Inf + Inf = Inf。 

还 可 能 计算 出 一 个 在 实数 系统 中 从 未 定义 的 值 , 这 个 例外 值 称 为 “ 非 数 ”, 或 NaN。 出 现 
这 种 情况 的 例子 有 0/0 和 Inf-Inf , 在 浮 点 数 体系 中 表示 为 e= 1024 和 厂 非 零 。 

如 果 出 现 计算 结果 小 于 realmin 的 情况 , 称 为 下 溢出 。 这 涉及 到 IEEE 标准 中 一 个 可 选 
的 但 有 争议 的 方面 。 许 多 , 但 不 是 所 有 机 器 ， 人 允许 在 realmin 和 eps * realmin 之 间 有 例外 的 
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非 规范 或 次 规范 的 浮 点 数 。 最 小 的 正 非 规范 数 大 约 为 0.494e- 323,: 任 何 小 于 它 的 数 都 设 为 0。 
在 没有 定义 非 规范 数 的 机 器 里 ,任何 小 于 realmin 的 数 都 设 为 0。 非 规范 数 填充 了 floatgui 模 
型 系统 中 0 和 最 小 正 数 之 间 的 空隙 。 这 样 提 供 了 处 理 下 溢 的 简洁 办 法 , 但 对 于 MAILAB 风格 
的 计算 ,其 重要 性 不 大 。 采 用 。 = - 1023 来 表示 非 规范 数 , 这 样 实际 存储 的 指数 e+ 1023 为 0。 

MATLAB 用 浮 点 数 系统 来 处 理 整 数 。 数 3 和 3.0 在 数学 上 是 完全 一 样 的 , 但 许多 编程 
语言 采用 不 同 的 方式 表示 它们 。MATLAB 并 不 区 别 它们 。 有 时 人 们 用 浮 点 整数 (flint) 描 述 
值 为 整数 的 浮 点 数 。 只 要 计算 结果 不 太 长 , 浮 点 整数 的 运算 不 会 有 伟人 误差 。 若 结果 不 超过 
23, 浮 点 整数 的 加 、 减 、 乘 法 运算 是 精确 的 ， 且 结果 仍 为 浮 点 整数 。 若 涉及 浮 点 整数 的 除法 
和 平方 根 的 计算 结果 为 整数 , 则 也 用 浮 点 整数 表示 。 例 如 ,sqrt(363/3) 结 果 为 11,， 计算 中 不 
出 现 售 人 。 

两 个 MATLAB 函数 1og2 和 pow2,， 分别 有 将 浮 点 数 分 离 和 合并 的 功能 。 


help 1og2 
helLpP Pow2 


输出 结果 为 


[FR,BE] = LOG2 (X) for a real arLay X，Leturns an array 了 
of real numbers，usually in the range 0.5 <= abs(F) < 1， 
and an array 了 BE of integers，so that X= BE .* 2. “BEB. 

Rny Zerc8 jn XProdquceRE =-0andQBE= 0. 


X = POW2(E,E) for a real arkray FE and an integer array 书 
computes X = 了 .xx (2 .^ BE). The result is computed quick1ly 
by simply adding BE to the floating-point exponent Of 也. 


函数 1og2 和 pow2 中 的 量 F 和 了 , 比 IEEE 浮 点 数 标准 更 早 被 使 用 , 因此 与 本 节 前 面 介 绍 的 
和 6 有 点 区 别 。 事实 上 ， 三 =2x 上 一 1 而 e 一 卫 一 1。 
[ER,B] = 1og2 (Phiy)》 


输出 结果 为 


PR = 
0.80901699437495 
及 = 
工 


而 
phi = Pow2 (了 ,了 ) 
还 原 出 
Phi 二 
1.61803398874989 
作为 一 个 伟人 误差 影响 矩阵 计算 的 例子 , 考虑 2x2 线性 方程 组 
17zi 十 Szz=22 
1.7z1+0.Sz?=2.2 
这 个 问题 的 一 个 明显 的 解 为 zx; =1,，zz=1。 但 MATLAB 程序 
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= [17 5; 1.7 0.5] 
= [22; 2.2] 
= AND 


-1.0588 
8.0000 


这 个 结果 是 怎么 得 来 的 ? 注意 到 这 个 方程 组 其 实 是 奇异 的 ,而 且 是 相 容 的 ， 第 二 个 方程 正好 
是 第 一 个 方程 的 0.1 倍 。MATLAB 计算 出 来 的 x 正 是 无 穷 多 解 中 的 一 个 ,但 由 于 R(2，1) 不 
精确 等 于 17/10, 矩阵 A 的 浮 点 数 表 示 并 非 奇异 矩阵 。 

求解 的 过 程 是 , 将 第 一 个 方程 乘 以 一 个 常数 再 减 第 二 个 方程 ,这 个 常数 为 mu = 1.7/17， 
它 通过 截断 1710 的 二 进 制 的 展开 式 得 到 。 和 矩阵 & 和 右 端 项 b 被 修改 为 

R(2,:) = 有 2,:) - murRA(1I，:) 

b(2) = pb(2) - muxb(1I) 
如 果 计 算 过 程 是 精确 的 , A(2，2) 和 b(2) 都 将 为 零 , 但 在 浮 点 算术 体系 下 ,它们 都 为 eps 的 非 


有 Al(2,2) = (1/4)*eps 
= 5.5511e-17 
D(2) = 2*epSs 
= 4.4408e-16 


MATLAB 认为 R(2，2) 是 个 很 小 的 量 , 输出 一 条 警告 信息 ,提示 和 拖 阵 接近 奇异 ,然后 通 
过 将 一 个 舍 人 误差 除 以 另 一 个 舍 人 误差 , 来 求解 修改 后 的 第 二 个 方程 。 


X(2) D(2)/RA(2,2) 
8 


这 个 值 代 回 第 一 个 方程 , 得 到 


X(1) 


(22 - 5*X(2))/17 
-1.0588 
由 于 伟人 误差 的 作用 ,MATLAB 在 解 一 个 奇异 线性 方程 组 时 从 无 限 多 可 能 的 解 中 , 选 出 一 
个 特殊 的 解 。 
本 章 最 后 一 个 例子 画 了 一 个 七 次 多 项 式 的 图 。 
x = 0.988:.0001:1.012; 
Y = X.^7-7xX.^6+21xX.^5-35xX. “4+35xX. 3-21wX. “2+7xwX-] 1 
P1Let (X,Yy) 


1-9 显示 的 结果 图 ， 完 全 不 像 一 个 多 项 式 , 它 非常 不 光滑 , 原因 是 伟人 误差 在 起 作用 。 
y 轴 坐 标的 单位 刻度 非常 小 , 为 10-。 这 些 很 小 的 y 值 是 计算 像 35.1.012* 这 人 么 大 的 数 的 
和 和 差 得 到 的 , 其 中 出 现 了 严重 的 相 减 抵消 现象 。 这 个 例子 是 用 符号 工具 盒 展 开 (z -1) 得 
到 的 , 并 仔细 选取 z 轴 的 范围 在 e=1 附近 。 如 果 y 值 用 


Y = (x-1) -7 


来 计算 , 则 将 得 到 一 个 光滑 (而 且 很 平 ) 的 曲线 结果 。 
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x 10-" 
5 


0.985 0.99 0.995 1 1.005 1.01 1.015 


图 1-9 这 是 一 个 多 项 式 吗 ? 


1.8 更 多 阅读 资料 
关于 浮 点 运行 和 伟人 误差 的 更 多 信息 可 参考 Higham 和 Overton 的 著作 [322, 46]。 
习题 


1.1 在 下 列 日 常生 活 中 常见 的 托 形 中 , 郧 个 最 接近 黄金 矩形 ? 使 用 MATLAB 中 向 量 的 分 量 
除法 操作 ，w. 秘 , 进行 计算 。 
。 3Xx5 英 寸 的 索引 卡片 ， 
。8.5x11 英寸 的 U.S. 信纸 ， 
。 8.5Xx14 英寸 的 U.S. 法 律 文书 ， 
。 9X12 英尺 的 地 毯 ， 
。 9: 16 的 “信箱 "电视 画面 ， 
。 768 x 1024 像素 点 的 计算 机 屏幕 。 
1.2 ISO 标准 的 A4 型 纸张 , 在 除 美国 和 加 拿 大 之 外 的 世界 各 地 得 到 普遍 使 用 ， 它 的 大 小 是 
210Xx297 毫米 。 这 不 是 一 个 黄金 矩形 , 但 它 的 长 宽 比 却 近似 于 另 一 个 人 们 热 悉 的 无 理 
数 。 这 个 数 是 什么 ? 假设 把 一 张 A4 大 小 的 纸 对 半 折 弛 ， 半 张 A 纸 的 长 赛 比 是 多 少 ? 
修改 M 文件 goldrectm 来 说 明 上 述 性 质 。 
1.3 要 使 近似 的 误差 小 于 10 ， ， 需 对 连续 分 数 取 多 少 项 截断 ? 当 取 的 项 数 增加 时 ,， 售 人 
误差 会 对 结果 产生 干扰 ，。 在 双 精 度 浮 点 算术 体系 下 5; :可 期 望 的 最 好 计算 精度 是 什么 ， 
对 应 在 连续 分 数 中 取 多 少 项 ? 
1.4 使 用 MATLAB 中 的 反 斜 线 运算 符 , 求解 2x2 的 联 立 线性 方程 组 
c1 十 c2= 工 
cig+cz(L 一 8)=1 


本 
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中 的 cl 和 cz。 关 于 反 斜 线 运算 符 的 使 用 ,可 浏览 本 书 的 下 一 章 ， 或 使 用 下 面 的 命令 阅 
读 联机 帮助 。 


help \\ 
helP S1Lash 


命令 
semilogy (fibonacci(18)，' -Oo') 


生成 一 个 斐 波 那 契 数 相对 其 索引 的 对 数 曲 线 ， 此 图 近似 于 一 条 直线 ,请 问 直线 的 斜率 
是 多 少 ? 

命令 fibnun(n) 的 运行 时 间 如 何 依赖 于 fibnunm(n- 1) 和 fibnum(n- 2) 的 运行 时 间 ? 请 
根据 这 个 关系 推导 计算 fibnum(n) 运 行 时 间 的 近似 公式 ,并 估计 在 你 的 计算 机 上 , 计算 
fibnum(50) 需 要 多 少时 间 。 注 意 : 可 能 不 需要 实际 运行 fibnum(50)。 

如 果 不 考 虑 舍 人 误差 , MATLAB 中 采用 双 精 度 能 精确 表示 的 最 大 斐 波 那 契 数 其 下 标 是 
多 少 ?” MATLAB 中 采用 双 精 度 能 近似 表示 多 大 叶 的 斐 波 那 契 数 ， 而 不 发 生 上 溢 ? 

在 MATLAB 中 输入 语句 


及 
从 





[1 1 1 0] 
[1L 0; 0 1] 
再 执行 命令 

X = 有 RxX 


现在 按 上 箭头 键 、 接 着 按 回 车 键 , 如 此 反复 按 这 个 两 个 键 ， 出 现 什 么 现象 ? 生成 的 矩阵 
元 素 有 何 规律 ? 在 矩阵 X 上 溢出 之 前 ,需要 执行 上 述 过程 多 少 次 ? 
请 改变 分 形 蕨 图 形 的 颜色 搭配 ,采用 黑色 背景 、 粉 红色 点 ,， 别 忘 了 按 停止 按钮 。 

(a) 当 分 形 茧 正在 绘制 的 时 候 , 改变 图 画 窗 口 的 尺寸 , 将 出 现 什 么 后 果 ? 为 什么 ? 

(b) M 文 件 finitefern.mn 可 生成 分 形 蕨 的 打印 输出 。 请 解释 为 何 用 finitefern.m 打 

印 是 可 能 的 ,而 用 fern,m 则 不 行 。 

交换 二 和 坐标 , 将 分 形 茧 的 图 形 翻转 。 

如 果 改 变 矩 阵 A4 中 仅 有 的 非 零 元 素 ， 输 出 的 分 形 聊 将 有 何 变化 ? 

分 形 蕨 荃 干 最 下 端的 人 航 标 是 多 少 ? 

分 形 蕨 上 面 顶尖 的 坐标 ， 可 通过 求解 一 个 2X2 的 了 线 作 方 和 到 这 人 方程 组 是 
什么 ? 顶尖 点 的 淮 标 是 多 少 ?5 

在 分 形 芯 算法 中 ， 贿 机 采用 四 个 不 同 的 公式 中 的 一 个 ， 来 计算 下 个 点 的 位 置 。 如 果 
一 直 固 定 使 用 第 并 | 企 从 式 ; 将 在 人 ;yy 平面 上 画 出 一 条 确定 的 轨迹 。 修 改 文件 
finitefern.m， 使 得 在 分 形 茧 的 图 上 ,再 画 出 这 4 条 确定 轨迹 ,每 条 罗 迹 都 从 点 (一 1, 5) 
开始 , 用 o 标 记 每 步 生 成 的 点 并 用 喜 线 连接 形成 轨迹 , 画 出 尽量 多 的 点 ， 以 显示 每 条 
轨迹 的 极限 点 。 可 以 用 下 面 的 命令 , 在 已 有 的 图 赴 添 加 多 个 其 他 的 图 。 

Plot (...) ， 四 

hola on 人 Si 

P1Lot(...) 


PlLot(...) 
holQ offt 
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1.16 


工 .17 


1.19 


1.20 


1.21 
1.22 
1.23 


1.24 


使 用 下 面 的 程序 ， 从 分 形 茧 生成 你 自己 的 可 更 换 的 网 络 图 像 文件 ,然后 比较 这 幅 图 和 
ncm/fern.png 有 何 区 别 。 


bg= [0085]:; 儿 Dark blue backgrouna 
fg = [255 255 255]; % White Qots 
szZ = get(0,' Screensize') ; 


zanQ(' state' 0) 

finitefern(500000,SsSz(4)，SZ(3) ) ; 

fg - bg; 

uint8(bpg(1) + Q(L)*xX) : 

uint8 (bg(2) + Q(2)*X) ， 

uint8(bg(3) + Q(3)*wX) ， 

cat (3,R,G,B) ; 

imwrite(F,， myftern.png'， png'， bitaepth' ,8) 


上 上 外 中 上 才 


修改 fern.m 或 finitefern.m 文件 , 使 其 生成 Siertpirsli 三 角 形 (Siermpinski s triangle)。 
首先 令 


在 每 个 迭代 步 , 用 Arz + 代替 <, 其 中 人为 
4 (2 0 ) 
0 12 
而 0 从 下 面 三 个 向 量 中 随机 等 概率 地 选择 


0 1/2 1/4 

(中 5 0 ) .mac 1 
程序 greetings(phi) 生 成 的 分 形 图 案 依赖 于 参数 phi, 其 默认 值 为 黄金 分 割 比 , 若 取 
其 他 值 会 有 什么 现象 ? 请 试 试 简单 的 分 数 和 无 理 数 的 小 数 近 似 。 
= magic(4) 是 奇异 矩阵 , 也 即 它 的 列 线性 相关 。 请 运行 nal1(RMN nul1(R， “rz )、nuli 
(sym(a)) 和 rref(R)， 看 看 它们 的 结果 怎么 说 明 这 种 相关 性 。 
令 R=magic(tn),，n=3， 4, 或 5, 执行 操作 
D = zandperm(n); G = randperm(n) ; 有 = 有 P,G); 


看 看 对 下 面 一 些 计算 结果 有 何 影响 。 

Sum (和 有) 

Sum(A')′ - 

sum(dQiag (RAR) ) ， 

sum (diag (flipud(R) ) ) ， 相 0 四 
rank (R) ， 


1 ， ae . 
时 了 交 轩 四 


字符 bar(7) 是 控制 字符 ， 它 的 作用 是 什么 ? 

在 你 的 计算 机 上 ，char([169 174]) 的 显示 结果 是 什么 ? 

下 面 的 字符 串 中 隐藏 了 什么 物理 定律 ? 人 
/bt3{1SH>MO6JTQI>V-#3GieNt1 (P,nEF 3 


找到 两 个 文件 encrypt .m 和 gettysburg.txt,， 用 encrypt 来 加 密 gettysburg.txt， 然 
后 将 结果 解密 。 并 用 其 来 加 密 自 身 。 
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工 .25 


1.26 


1.27 


1.28 


工 .34 


将 NCM 加 入 MATLAB 运行 路 径 , 用 下 面 的 命令 可 读 人 林肯 盖 茨 堡 演讲 的 文本 

EtP = ftepen('gSettySpurg .七 Xt“ ) ; 

G = char (freada(EP)) 

tclose(tP): 

(a) 这 段 文字 有 多 少 个 字符 ? 

(b) 使 用 unique 天 数 , 得 到 其 中 出 现 的 不 重复 字符 。 

(ce) 文字 中 有 多 少 个 空格 ?有 娜 些 标点 符号 ? 各 有 多 少 个 ? 

(d) 删除 文字 中 的 空格 和 标点 符号 , 并 把 字母 全 都 转换 为 大 写 或 小 写 , 使 用 histc 本 
数 , 计算 字母 的 数目 。 哪 个 字母 使 用 频率 最 高 ? 哪个 字母 未 出 现 ? 

(e) 根据 help histc 中 的 描述 , 使 用 bar 函数 , 画 出 字母 使 用 频率 的 柱状 图 。 

(f) 用 get(gca，'xtick ) 和 get(gca“xticklable ) 查 看 柱状 图 的 z 坐标 是 如 何 标注 
的 ,然后 用 


Set (gca，'Xtick'，...， :XtLricklabel'，...) 


将 z 轴 标 记 为 使 用 文本 中 的 字母 。 

如 果 x 是 仅 全 两 个 室 梢 的 字 昌 

那么 crypto(x) 正 好 等 于 x。 这 是 为 什么 ”还 有 其 他 的 含 两 字符 的 字符 串 经 过 crypto 
后 不 变 吗 ? 

寻找 另 一 个 2x2 整数 惩 阵 , 使 得 

moaQ (RARA,97) 


是 单位 矩阵 。 用 刚才 找到 的 矩阵 壮 代 crypto.m 中 的 矩阵 ,并 验证 这 个 函数 仍 能 正常 
工作 。 

函数 crypto 工作 时 使 用 97 个 字符 ,而 不 是 9 个 字符 , 它 能 正确 的 处 理 输入 、 和 输出 结 
果 , 其 中 包含 了 两 个 ASCII 编码 值 大 于 127 的 字符 。 这 两 个 字符 是 什么 ? 为 什么 需要 
它们 ? 对 其 他 ASCII 编码 值 大 于 127 的 字符 会 怎样 处 理 ? 

创造 一 个 新 的 crypto 函数 ， 它 使 用 包 描 26 个 小 写字 母 、 空 格 、 句 导 和 逼 号 在 内 的 29 
个 字符 ， 此 外 还 需要 寻找 一 个 2X2 的 整数 矩阵 RA, 使 得 nod(RAx* AR 29) 为 单位 阵 。 

当 为 S, 10, 20, 40，…， 即 2 的 整数 窦 的 $ 倍 时 , 3 +T 序列 的 图 形 有 明显 的 特点 ， 
是 什么 ? 为 什么 会 这 样 ? 

从 *”=108, 109 和 110 开始 的 32+1 序 列 的 图 非常 相似 , 这 是 为 什么 ? 

令 工 (7) 为 从 邯 开 始 的 32+1 序 列 的 长 度 , 编写 一 个 MATLAEB 函数 计算 工 (z)， 而 不 
使 用 任何 向 量 或 任何 非 固定 大 小 的 存储 空间 。 画 出 1<x 妆 1bo0 时 的 工 (=) 的 图 形 ， 
在 此 范围 内 ，?” 为 何 值 时 工 (2) 取 最 大 值 ， 最 六 值 是 多 少 ? 对 这 个 特别 的 = 值 用 
threenplusl 画 出 这 个 序列 。 

修改 floatguim 程 序 ， 去 掉 最 后 “ 行 的 注释 得 号 ” 并 相亲 昌 到 个 计生 
中 浮 点 数 个 数 的 简单 表达 式 。 

解释 下 列 程序 的 输出 结果 四 | 


七 0.1 
刁 1:10 
e D/1L0 - xf 
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1.33 


1.36 


工 .37 


1.38 


1.39 


分 别 说 明 下 面 三 个 程序 的 功能 ， 每 个 程序 生成 多 少 行 输出 ? 打印 的 最 后 两 个 x 值 为 多 少 ? 


X = 1 while 1+X > 1，X = X/2，Ppause(.02)，end 


X = 1) while X+X > X，X = 2*X，pause(.02)，end 


X = 1 while x+X > X，X = X/2，pause(.02)，ena 
下 面 三 个 是 format hex 模式 下 的 浮 点 数 , 它们 分 别 近 似 于 哪些 实数 ? 
4059000000000000 

3f847ae1l147ae147D 

3fte921fbs4442Q18 


令 下 为 所 有 IEEE 双 精 度 浮 点 数 的 集合 ,其 中 不 含 十 六 进 制 指数 7ff 对 应 的 NaN 和 

Inf， 以 及 十 六 进 制 指数 000 对 应 的 非 规范 数 。 

(a) 下 集合 中 有 多 少 元 素 ? 

(b) E 集合 中 哪 部 分 元 素 属于 区 间 1 委 z<2? 

(c) 下 集合 中 哪 部 分 元 素 属于 区 间 1/64 委 z<<1/32? 

(d) 用 随机 采样 的 方法 , 近似 地 确定 下 集合 中 哪 部 分 元 素 > 满足 MATLAB 逻辑 关 
系 式 


Xyr (1/xXx) == 1 工 


经 典 二 次 求 根 公 式 ， 给 出 二 次 方程 


的 两 个 根 为 


在 MATLAB 中 用 这 个 公式 计算 下 述 情况 的 根 。 
a=1，D= 一 100000000，c=1 
将 计算 结果 与 


xzoots([a b cl]) 


做 比较 。 手 算 或 者 用 计算 器 的 情况 会 怎样 ? 应 该 发 现 , 这 个 经 典 公式 能 很 好 地 计算 一 
个 根 ， 但 计算 另 一 个 时 误差 很 大 。 因此 ， 请 准确 计算 一 个 根 ， 然后 用 


一 代 
ZI7Z2 一 忆 
计算 另 一 个 。 
sin z 的 考级 数 序列 为 
5 7 
Sin z=z- 洒 +S 一 而 + 


下 面 的 MATLAB 函数 用 这 个 序列 计算 sin z。 


function 8 = PowerSsin (Xx) 
和 PONERSIN. Power Series for Sin(x) . 
$ POWERSIN (xX) tries to Compute Sin(Xx) 
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from aa Power Series 
= 0; 
= X) 
= 工 ; 
While S+t “= 8; 
S S + 七 ; 
-X. “2/((n+l)w (n+2)) .xt; 
+ 2; 


和 
纪 
七 
工 


人 
中 夺 上 


enaQ 


上 面 程序 中 的 while 循环 何 时 停止 ? 
对 于 z=r2, 1lr/2, 21r[/2 和 31r/2 时 ,回答 下 面 的 问题 
(a) 计算 结果 的 准确 性 如 何 ? 
(b) 需要 取 多 少 项 ? 
《c) 序列 中 最 大 的 项 是 哪个 ? 
关于 使 用 浮 点 算术 和 香 级 数 公 式 计 算 函 数值 , 从 上 面 可 得 出 什么 结论 ? 
图 像 密码 (steganography) 是 一 种 在 图 像 数 据 的 低 字 节 位 上 ， 隐 藏 信息 或 其 他 图 像 的 技术 。 
MATLAB 的 image 函数 就 有 一 个 包含 其 他 图 像 的 隐藏 图 , 要 看 顶层 图 像 ， 可 输 人 命令 


Image 


然后 , 改善 它 的 显示 效果 ， 


Colormap (graYy (32) ) 
txzuesizZe 

axis 于 ]j 

axigs image 

axiSs off 


上 面 这些 操 作 仅 仅 是 个 开始 , NCM 程序 stegano 可 帮助 你 继续 研究 。 

(a) 在 默认 图 的 cdata 中 有 多 少 隐藏 图 ? 

(b) 这 和 浮 点 数 的 结构 有 何必 然 联 系 吗 ? 

素数 螺旋 。Ulam 素数 螺旋 是 一 个 素数 位 置 图 ， 它 采用 从 网 格 中 心 螺 旋 展开 的 整数 编 
号 方案 。NCM 文件 primespiral(n，c) 生 成 从 中 心 点 整数 c 开始 的 ”xz 素数 螺旋 ， 
默认 的 <c=1。 图 1-10 为 primespiral(7), 而 图 1-11 为 primespiral(250)。 





1-10 ”primespiral(7) 
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nzZ=6275 


1-11 primespiral(250) 


在 图 中 素数 的 分 布 明显 集 中 于 一 些 对 角 线 上 的 线段 , 但 其 原因 还 未 可 知 。 位 置 (;，7) 
处 元 素 的 值 , 为 关于 ;7 的 分 段 二 次 函数 ， 因 此 每 个 对 角 线 段 ， 代 表 一 个 素数 分 布 的 
最 小 法 则 。 这 个 现象 在 1963 年 被 Stanislaw Ulam 发 现 , 并 出 现 于 1964 年 的 “科学 美国 
人 "杂志 封面 。 有 许多 有 趣 的 网 站 是 关于 素数 螺旋 的 ,包括 [49] 和 [63]。 
(a) MATLAB 的 demos 目录 包含 一 个 M 文 件 spiral.m, 从 1 到 产 的 整数 从 矩阵 中 心 
开始 , 按 螺旋 展开 的 方式 进行 排列 。demos/spiral.m 中 的 程序 写 得 不 太 简 洁 ， 下 
面 是 一 个 更 好 的 版 本 。 
function 8S = 9pizat (mn) 
#SPIRAL SPIRRAL (n) is an Dn-by-n matrix with elementSs 


和 1:n“2 arzanged jn a rectangular Spiral Pattemn. 
S= []:; 


S = Lot90(S,2) ; 


S(m,m) = 0; 
P = ??? 
V = (m-l:-1:0) ， 
S(:,m) = P-V': 
S(m,:) = D+V; 
enda 
ift mod(n,2)== 


S = rot90(S,2) ; 
enQ 
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1.42 


1.43 


1.44 


在 循环 中 每 次 应 给 p 赋 什 么 值 , 才能 生成 和 demos 目录 下 的 spiral.m 一 样 的 矩 
阵 ? 

(b) 为 什么 spbiral(n) 有 一 半 的 对 角 线 不 含 素 数 ? 

(c) 令 S= spiral(2*n) 而 zl 和 z2 为 通过 惩 阵 中 间 , 长 度 大 约 为 一 半 的 行 : 


rzrl = S(n+l, TI:n-2) 
rz2 = Sn-1l,n+2:renQ) 
为 什么 这 些 行 里 没有 素数 ? 


(d) 下 列 函 数 的 输出 结果 特别 值得 注意 

PimesPiral(17,，17) 

PrimespPiral (41,41) 

它 是 什么 ? 
(e) 寻找 小 于 50 的 数 n 和 c, 它们 不 等 于 17 或 41, 使 得 

[S,P] = Primespiral (nyvc) 

存在 一 条 对 角 线 段 , 其 上 E 有 8 个 或 更 多 的 素数 。 
三 角 数 (triangular number) 是 (2 +1)72 形式 的 整数 ,这 个 名 称 来 自 于 每 边 ”个 点 的 
三 角形 网 格 , 总 共有 2z(z + 1)72 个 点 的 事实 。 编 写 一 个 函数 trinunms(m)， 能 生成 所 
有 小 于 等 于 m 的 三 角 数 ,然后 使 用 trinums 把 primespiral 修改 为 trinumspiral。 
有 一 个 难题 , 可 能 和 本 章 的 内 容 联 系 不 大 , 但 可 能 非常 有 趣 。 下 面 的 图 显示 了 整数 的 
哪个 熟悉 的 性 质 ? 


8 
6 
4 
2 
0 1 20 30 03530600 70 8 90 100 


在 格 里 历 (Gregorian calendar) 中 , 某 年 y 为 头 年 (jeap year) 的 充分 必要 条 件 为 
(mod(y,4) == 0) & (mod(y,100) "= 0) | (meqQ(y,400) == 0) 

因此 , 2000 年 是 头 年 , 而 2100 年 则 不 是 。 这 条 规则 说 明 , 每 过 400 年 格 里 历 就 重复 一 
次 。 在 400 年 期 间 , 共 出 现 97 个 同年 、4800 个 月 、20871 个 星期 和 146097 天 。MATITLAB 


函数 datenum，datevec，datestr 和 weekday 使 用 这 些 规则 , 来 处 理 关 于 日 期 的 计算 。 
例如 ,命令 


[aqQ,w] = weekday('RAMug. 17，2003 " ) 
或 
[da,w] = weekaqay (aatenum( (2003 8 17] ) ) 


得 出 2003 年 我 的 生日 , 是 在 一 个 星期 天 。 
使 用 MATLAB 回答 下 列 问题 。 
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(a) 你 出 生 于 星期 几 ? 

(b) 在 一 个 400 年 的 格 里 历 循 环 中 , 你 的 生日 最 可 能 出 现在 星期 几 ? 

(c) 某 个 月 的 13 号 为 星期 五 的 概率 是 多 少 ? 结果 近似 为 1/7。 

人 体 生 理 周 期 预测 (biorhythmy) 在 1960 年 代 非 常 流行 。 现 在 仍然 可 以 找到 一 些 网 站 ， 
提供 个 人 的 生理 周期 预测 , 或 者 销售 有 关 的 软件 。 人 体 生 理 周 期 预测 往往 基于 对 影响 
我 们 生活 的 三 个 循环 周期 的 观察 , 生理 循环 23 天 一 个 周期 , 情绪 循环 28 天 一 个 周期 ， 
而 智力 循环 为 33 天 一 个 周期 。 对 任何 人 , 这 些 循 环 都 是 从 出 生 时 开始 的 。 图 1-12 是 [50] 
我 的 生理 周期 预测 , 它 开 始 于 1939 年 8 月 17 日, 其 中 画 出 了 以 2003 年 10 月 19 月 为 
中 心 的 8 个 星期 的 一 段 时 间 。 这 个 图 显示 了 2003 年 10 月 19 日 的 前 一 天 我 的 智力 达 
到 峰值 ,而 体力 和 情绪 将 在 下 一 个 星期 的 同一 天 6 小 时 之 内 先后 达到 峰值 , 在 11 月 初 
三 个 循环 都 将 达到 它们 的 最 低 点 。 





生日 :08/17/39 


一 100 c - 
09/21 ”09/28 10/05 10/12 10/19 10/26 11/02 11/09 11716 





图 1-12 我 的 生理 周期 预测 


MATLAB 中 的 日 期 和 图 形 函 数 使 得 生理 周期 预测 的 计算 和 显示 非常 方便 。 日 期 用 日 其 
数 表示 , 它 是 从 理论 目 历 零 年 零 天 开始 的 天 数 。 函 数 datenum 返回 任何 给 定时 间 的 日 期 
数 , 例如 ，datenum('Oct.19，2003- ) 为 731873。 表 达 式 fix(now) 返 回 今天 的 日 期 数 。 

下 面 的 代码 是 以 当前 日 期 为 中 心 的 八 个 星期 生理 周期 预测 程序 的 一 部 分 。 


t0 = datenum (mybirthday) ; 

tl = fix(now) ; 

t = (人 tl-28) :1: (tlL1+28) ; 

YyY = 100*[sin(2*xPpix(t-t0)V/23) 
sin(2xpPix(t-to0)/28) 
sjin(2xpix(t-t0)/33)]:; 

P1loct (ty) 


(a) 使 用 你 自己 的 生日 , 以 及 line、datetick、title、datestr 和 legend 等 函数 完成 
该 程序 , 你 的 程序 应 生成 类 似 图 1-12 的 输出 。 
(b) 在 你 出 生 时 , 三 个 循环 从 零 开 始 , 它们 同时 回 到 初始 状态 要 多 和 久 ? 那个 时 候 你 多 
大 年 龄 ? 画 出 那个 日 期 附近 的 你 的 生理 周期 预测 图 。1lcnm 函数 将 会 有 帮助 。 
(c) 是 否 可 能 存在 完全 相同 的 一 个 时 间 , 三 个 周期 同时 达到 最 大 或 最 小 ? 
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科学 计算 中 最 经 常 遇 到 的 一 个 问题 ， 就 是 线性 方程 组 的 求解 。 本 章 介绍 用 于 求解 线性 方 
程 组 的 高 斯 消 元 法 ,以 及 数据 误差 和 计算 中 的 伟人 误差 对 解 的 影响 。 


2.1 求解 线性 方程 组 


采用 和 拖 阵 记号 ,一 个 线性 方程 组 系统 可 表示 为 
Azr=D 
在 通常 情况 下 , 变量 和 方程 的 数目 一 样 多 。 此 时 , A 为 已 知 的 2 阶 方 阵 ，2 是 含 ” 个 分 量 的 
已 知 列 向 量 , 而 zx 为 含 = 个 分 量 的 未 知 列 向 量 。 
学 过 线性 代数 的 人 都 知道 , Az = 的 解 可 写成 z=A- 12， 其 中 A- :为 矩阵 A 的 道 。 然 
而 , 在 大 多 数 实际 计算 问题 中 , 实际 计算 A -不 但 没 必要 也 很 不 明智 。 举 一 个 极端 但 有 说 服 
力 的 例子 , 考虑 仅 含 一 个 方程 的 线性 方程 组 ,如 
72=21 
求解 该 方程 的 最 好 方法 是 用 除法 : 
并 二 人 =3 
使 用 矩阵 的 逆 则 导致 
Z=7-1Xx21=0.1428$7Xx21=2.99997 
通过 求 逆 来 计算 需要 更 多 的 计算 量 次 除法 和 一 次 乘法 ， 而 不 仅 是 一 次 除法 一 一 而 且 还 
得 到 一 个 不 太 准 确 的 答案 。 同 样 的 道理 适用 于 含 不 止 一 个 方程 的 线性 方程 组 系统 。 甚 至 对 于 
有 相同 矩阵 A 但 不 同 的 右 端 项 的 多 个 线性 方程 组 求解 问题 ， 上 面 的 分 析 一 般 也 是 成 立 的 。 
因此 , 我 们 将 讨论 的 重点 集中 于 线性 方程 组 的 直接 求解 ,而 不 关心 矩阵 逆 的 计算 。 


2.2 MATLAB 反 斜 线 符 号 算 符 


为 强调 求解 线性 方程 组 和 计算 抢 阵 道 的 区 别 ， MATLAB 使 用 反 向 斜 线 (backward slash) 
算 符 和 正 向 斜 线 (forward slash) 算 符 引 入 了 非 标准 记号 ^\ "和 /。 
如 果 4 为 一 个 任意 大 小 和 形状 的 和 托 阵 ,而 第 阵 B 和 A 的 行 数 _ 样 多 ， 那么 线性 方程 组 系统 
4X= 串 





的 解 可 用 下 式 表 示 

X=A4AN\B 
可 把 这 看 成 是 将 等 式 的 左右 两 边 都 除 以 系数 矩阵 A。 由 于 矩阵 乘法 是 不 可 交换 的 , 且 4 在 
原 方程 中 出 现在 左边 ,这 也 称 为 左 除 。 

类 似 地 , 求解 矩阵 4 在 右边 ,而 矩阵 B 和 A 的 列 数 一 样 多 的 线性 方程 组 系统 
XA = 也 

时 , 可 使 用 右 除 ， 

X= 了 LA 
这 个 记号 可 用 于 A 不 是 方 阵 的 情况 ,此 时 方程 的 数目 并 不 等 于 变量 的 数目 。 然 而 本 章 仅 限 
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于 讨论 系数 矩阵 为 方 阵 的 线性 方程 组 求解 。 
2.3 一 个 3x3 例子 

为 说 明 一 般 的 线性 方程 组 求解 算法 , 考虑 下 面 的 三 阶 线 性 方程 组 




















10 -7 0|1z 7 
一 3 2 60|j 闻 |= 4 
3 -1 3j0o 6 
当然 , 它 代表 了 三 个 联 立 的 方程 
10z1 一 7z2= 7 


一 3zl1 十 2z2? 十 60zZ3 三 4 

Szl - Z2+93z3 三 0 
求解 算法 的 第 一 步 是 , 用 第 一 个 方程 消去 其 他 方程 中 的 zl。 这 通过 将 第 一 个 方程 的 0.3 售 
加 到 第 二 个 方程 上 、 以 及 用 第 三 个 方程 减 去 第 一 个 方程 的 0.5 倍 来 实现 。 第 一 个 方程 中 zi 
的 系数 10 称 为 第 一 个 主 元 (pivot) ， 而 用 其 他 方程 中 zi 的 系数 除 以 主 元 得 到 的 数 -0.3 和 

0.5 称 为 乘 子 (multiplier)。 经 过 第 一 步 ,， 方程 组 变 为 

10 一 7 011z1 7 
0 -0.1 6 二 区 
0 2.3 3 Lzs 2.9 
第 二 步 可 以 用 第 二 个 方程 消去 第 三 个 方程 中 的 zz。 但 第 二 个 方程 中 zz 的 系数 , 即 第 二 个 主 
元 ，-0.1 小 于 其 他 的 系数 。 因 此 , 我 们 交换 后 两 个 方程 。 这 被 称 为 选 主 元 。 在 这 个 例子 中 ， 
由 于 没有 含 人 误差 , 选 主 元 其 实 并 不 必要 , 但 在 一 般 情 况 下 , 则 非常 关键 : 


2 


























10 一 7 0|11Z1 7 
0 2.$ S$|1z2?| 三 12.3 
0 -0.1 6) zj 6.1 








现在 第 二 个 主 元 是 2.5, 我 们 可 以 将 第 二 个 方程 乘 以 0.04 倍 ,， 再 加 到 第 三 个 方程 上 ， 从 而 消 
去 其 中 含 zz 的 项 。( 如 果 不 进行 方程 交换 ,， 乘 子 应 该 是 多 少 ?) 

















10 -7 0 1zl 7 
0 2.5 5 中 -| 
0 0 6.2)zj (6.2 
得 到 最 后 一 个 方程 为 
6.2zs=6.2 


求解 它 , 我 们 得 到 z3=1。 将 它 代 人 第 二 个 方程 : 
2.5z+(5)(1)=2.5 

因此 , 求 得 zz = -1。 最 后 , 将 zz 和 zs 的 值 都 代入 第 一 个 方程 
10zi+(-7)(-1=7 

因此 zi=0。 最 后 的 解 可 写成 





线性 方程 组 47 





用 原始 的 方程 组 , 我 们 可 以 方便 地 检查 解 的 正确 性 。 


10 -7 0 0 
一 3 2 6 | 一 1 





























5 -1 5 1 
上 述 整 个 计算 过 程 , 可 以 用 抵 阵 记号 紧 凌 地 加 以 表示 。 对 这 个 例子 , 令 
1 0 0 10 -7 0 1 0 0 
L=| 0.5 1 0|,U=|0 2.5 5 加 
-0.3 -0.04 1 0 0 6.2 0 1 0 [二 | 
矩阵 工 包含 了 在 消去 变量 过 程 中 用 到 的 乘 子 , 矩阵 L 是 最 后 得 到 的 系数 矩阵 ， 而 矩阵 P 则 


反映 了 选 主 元 的 情况 。 使 用 这 三 个 徐 阵 ,我 们 有 
工 U = PA 
换 句 话说 ,原始 的 系数 矩阵 ,可 表示 为 结构 较 简单 的 矩阵 的 乘积 。 


2.4 排列 和 三 角形 矩 阵 


排列 矩阵 (permutation matrix) 是 单位 矩阵 经 过 行列 交换 而 得 到 的 , 它 在 每 行 或 每 列 上 有 
且 仅 有 一 个 1， 而 其 他 的 矩阵 元 素 均 为 0。 例 如 ， 


已 定 王 一 


0 0 
0 
0 0 
0 1I 
对 竺 阵 A 左 乘 一 个 排列 矩阵 已 得 到 P4A , 其 等 价 
AP, 则 等 价 于 排列 矩阵 4 的 列 。 
MATLAB 也 可 以 用 一 个 排列 向 量 (permautation vector) 作 为 行 或 列 的 索引 , 来 对 一 个 矩阵 
的 行 或 列 进行 重新 组 织 。 针 对 上 面 给 出 的 已 抢 阵 , 令 p 为 同 量 
P= ft41l13 2] 


于 对 拖 阵 A 的 行进 行 排列 。 若 进行 右 乘 ， 即 


则 P*R 和 ap， :) 的 计算 结果 是 一 样 的。 在 结果 矩阵 中 , 原来 4 的 第 四 行 变 成 了 第 一 行 , 原来 4 
的 第 一 行 变 成 了 第 二 行 , 依 此 类 推 。 类 似 地 , Rx*P 和 愉 :， p) 都 对 符 阵 A 的 列 , 进行 了 相同 的 重 
新 排列 。 记 号 P* 有 接近 于 传统 数学 的 表示 方式 , 而 RMp， :) 计 算 速度 则 更 快 ， 也 更 省 内 存 。 
系数 矩阵 为 排列 矩阵 的 线性 方程 组 , 非常 易于 求解 。 求 解 
Pr 一 p 
仅仅 需要 重新 排列 一 下 ”的 各 个 分 量 : 
开 一 也 了 
上 三 角 (upper triangular) 和 矩阵 中 , 所 有 的 非 零 元 素 都 在 主 对 角 线 上 或 其 上 方 ， 而 单位 下 
三 角 (unit lower triangular) 和 矩阵 ， 则 在 主 对 角 线 上 全 为 1, 且 所 有 的 其 他 非 零 元 素 都 在 主 对 角 
线 的 下 方 。 例 如 ， 


123 14 

036 7 
TU= 

008 9 

0 0 0 10 
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是 上 三 角 和 矩阵 ,而 


了 一 


GCCAh 产 书 
属 普 巴 书 
几 已 写 王 


1 
2 
3 
4 
是 单位 下 三 角 和 拖 阵 。 
系数 矩阵 为 三 角 和 矩阵 的 线性 方程 组 也 很 容易 求解 。 用 于 求解 xz 上 三 角 线性 方程 组 Uz 
= 的 算法 有 两 个 不 同 的 版 本 。 二 者 均 先 用 最 后 一 个 方程 求解 最 后 一 个 变量 ,然后 用 倒数 第 二 
个 方程 , 求解 倒数 第 二 个 变量 , 依次 类 推 。 一 种 算法 是 从 8 中 逐次 减 去 矩阵 LU 列 的 倍数 。 
X = Zeros (n,1): 
for Kk = 贡 :-1:1 
X(k) = b(k)/U(K,k) ， 
研 = (1:K-1) :; 
bli) = bp(i) - xX(Kk)x*U(I,Kk) ; 


endG 


另 一 个 算法 , 使 用 矩阵 U 的 行 和 解 出 的 部 分 z 作 内 积 运算 。 
X = Zeros (D,1) ; 
tor k = n:-1:1 
j = K+1:n; 
x(k) = (bl(k) - U(k,J)*x(j))VU(k,k) 
endQ 


2.5 LU 分 解 


使 用 得 最 广 泛 的 求解 线性 方程 组 的 算法 一 一 系统 消 元 法 一 一 是 最 古老 的 数值 算法 之 一 ， 它 通 
常 是 以 大 数学 家 高 斯 的 名 字 来 命名 。 从 1955 年 到 1965 年 这 一 时 期 的 研究 工作 表明 ,高 斯 消 元 法 
中 有 两 个 常 被 忽视 的 方面 非常 重要 : 一 个 是 主 元 的 选择 ， 另 一 个 是 伟人 误差 影响 的 合理 解释 。 

总 体 上 , 高 斯 消 元 法 包括 两 个 阶段 ; 前 向 消去 (forward elimination) 和 回 代 (back substitution) 。 
前 向 消去 过 程 有 -1 步 , 在 第 & 步 , 将 剩 下 的 方程 分 别 减 去 第 & 个 方程 的 若干 倍 , 从 而 消 
去 其 中 的 第 & 个 变量 。 如 果 第 & 个 方程 中 心 的 系数 “很 小 ,那么 在 执行 上 述 步 又 之 前 , 进 
行 方程 交换 是 明智 的 选择 。 上 述 消 去 的 操作 可 同时 应 用 于 右 端 项 上 ，, 或 者 先 记 下 方程 交换 和 
乘 子 的 数值 , 稍 后 将 它们 应 用 于 右 端 项 。 回 代 过 程 包 持 用 最 后 一 个 方程 求 z， 然 后 用 倒数 第 
二 个 方程 求 zx，1， 依次 类 推 ， 直 到 根据 第 一 个 方程 解 出 zi。 

令 P(R=1,…,2 一 1) 表 示 单 位 矩阵 经 过 行 交 换 后 得 到 的 排列 矩阵 ,用 同样 的 交换 方法 ， 
在 消去 过 程 的 第 有 步 , 对 和 拖 阵 A 做 行 交 换 。 令 Ms 代表 一 个 单位 下 三 角 矩 阵 ， 它 是 通过 将 第 
& 步 消去 过 程 中 使 用 的 各 乘 子 的 相反 数 , 依次 插入 单位 矩阵 第 & 列 的 对 角 线 下 面 而 得 到 的 。 
令 U 为 经 过 # -1 步 消去 后 , 最 终 得 到 的 上 三 角 乞 阵 。 前 面 介绍 的 整个 消去 过 程 可 用 一 个 和 矩 
阵 方 程 加 以 描述 ， 

U= MP …M2P2MIPIA 
这 个 方程 也 可 改写 为 
LI1L2…Ln-IU=P -TDP2PIA 
其 中 蕊 通过 将 M, 进行 行 交 换 , 并 改变 其 对 角 线 下 各 乘 子 的 符号 而 得 到 。 因 此 ， 如 果 令 
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工 = 工 1 工 … 工 1 
忆 = P，|…P;Pi 
那么 有 
LU= P4 
单位 下 三 角 和 矩阵 工 包含 了 在 消去 过 程 中 用 到 的 所 有 乘 子 ， 而 排列 矩阵 已 则 说 明了 所 有 的 行 
交换 。 























对 于 前 面 提 到 的 例子 
10 -7 0 
4=|-3 2? 
3 -1 5 
在 消去 过 程 中 使 用 的 矩阵 为 
1 0 0 1 00 
Pi=10 1 | 0.3 1 | 
0 0 1 -0.5 0 1 
1 0 0 1 0 0 
P)=|0 0 | we 1 
0 1 0 0 0.04 1 
对 应 的 工 矩阵 为 
1 000 1 0 0 
LiI=| 0.5 1 0|,L=|I0 1 0 
-0.3 0 1 0 -0.04 1 





关系 式 LU= PA 称 为 抢 阵 A 的 LU 分 解 (LU factorization) 或 三 角 分 解 (triangular decom- 
position) 。 应 当 指 出 ,上面 的 推导 过 程 并 没有 什么 新 东西 , 而 从 计算 角度 来 看 , 消去 过 程 应 该 
通过 对 系数 矩阵 的 行 操作 来 完成 ,而 并 不 进行 实际 的 矩阵 乘法 。LU 分 解 仅 仅 是 高 斯 消 元 法 
的 抢 阵 表示 。 
通过 这 个 矩阵 分 解 公 式 , 一 般 的 线性 代数 方程 组 
Lzr=p 
可 以 等 价 地 变 成 了 一 对 三 角形 线性 代数 方程 组 
Lvy= PD 
Uz=y 


2.6 为 什么 必须 选 主 元 


矩阵 U 的 对 角 线 元 素 称 为 主 元 。 在 消去 过 程 的 第 & 步 , 第 上 个 方程 中 第 个 变量 的 系 
数 为 整个 消去 过 程 的 第 & 个 主 元 。 在 前 面 的 3x3 例子 中 , 主 元 为 10、2.5 和 6.2。 无 论 是 计 
算 乘 子 还 是 在 回 代 过 程 中 都 需要 除 以 主 元, 因此 ,只 要 有 一 个 主 元 为 零 , 则 算法 就 不 能 执行 
下 去 。 直 党 也 告诉 我 们 ,如 果 有 某 个 主 元 接近 于 0, 那么 完成 整个 计算 和 丽 怕 也 不 太 好 。 为 了 
说 明 这 点 ,我 们 对 前 面 的 例子 做 一 点 点 修改 








10 一 了 011Zz1 了 
一 3 2.099 6||zz|=|13.901 
5 一 1 $ 尼 3 6 
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将 前 面 例子 中 的 元 素 由 2.000 改 为 2.099,， 对 右 端 项 也 进行 了 相应 修改 ,使 得 精确 解 仍然 是 
(0, -1,1)。 假 设 我 们 在 一 台 假 想 的 计算 机 上 执行 计算 ,该 机 采用 五 位 有 效 数 字 的 十 进 制 浮 
点 数 运算 。 
消去 过 程 的 第 一 步 生成 
巡 1 7 
0 -0.001 6 =|16.001 
0 2.53 5 2.5 
与 其 他 矩阵 元 素 相 比 , 现在 拖 阵 位 置 (2, 2) 的 元 素数 值 相 当 小 。 我 们 先 不 进行 任何 行 交 换 来 
完成 消去 过 程 。 下 一 步 需要 将 第 二 个 方程 乘 以 2.5$.10- 倍 后 加 到 第 三 个 方程 : 
(5+ (2.5$.103)(6))z3s=(2.$+(2.5.103)(6.001)) 
对 于 右 端 项 , 则 是 将 6.001 乘 以 2.5.103, 其 结果 为 1.50025 .10', 无 法 在 我 们 的 假想 浮 点 运 
算 系 统 中 精确 表示 。 因 此 , 这 个 结果 必须 伟人 为 1.5002.104, 然后 加 上 2.5 再 进行 伟人 。 换 
名 话说 , 在 下 面 的 方程 
(S$+1.5$000.104)zs=(2.5+1.50025.104) 
中 两 个 斜体 的 5， 都 将 由 于 舍 人 误差 而 被 舍弃 。 在 我 们 的 假想 计算 机 中 , 最 后 一 个 方程 变 为 
1.5005.104z3s=1.5004.104 


之 2 





10 一 7 














二 3 


回 代 过 程 的 第 一 步 为 
_1.5004:104 
1.5005.104 


由 于 zs= | 为 精确 解 , 这 一 步 并 未 显示 出 多 严重 的 误差 。 不 幸 的 是 ，z2 必须 由 下 面 的 方程 确定 
-0.001zz+(6)(0.99993) =6.001 


二 0.99993 


二 3 


它 的 计算 结果 为 
。 -3 
3 一 1.S 
最 后 ，zi 的 解 由 第 一 个 方程 确定 ， 
10z1i+(-7)(-1.5)=7 


zl 一 一 0.35 
上 述 计算 我 们 得 到 的 解 为 (-0.35, -1.5,0.99993)7， 而 准确 解 为 (0, -1,1)7。 

上 面 的 过 程 什么 地 方 出 了 错 ? 这 里 并 没有 由 于 成 千 上 万 次 算术 运算 造成 的 “ 售 人 误差 累 
积 ”, 和 气 阵 也 不 接近 于 奇异 。 真 正 的 原因 在 于 消去 过 程 的 第 二 步 ， 使 用 了 一 个 数值 很 小 的 主 
元 。 它 导致 滋 子 为 2.5'103, 最 后 一 个 方程 的 系数 变 为 原来 问题 中 系数 的 10” 倍 。 虽 然 含 人 
误差 相对 于 这 些 大 的 系数 很 小 , 但 它们 对 于 原来 的 窍 阵 和 准确 解 而 言 , 则 是 无 法 接受 的 。 

如 果 在 上 面 的 消去 过 程 中 , 将 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 交换 ,， 则 不 会 产生 大 的 乘 子 , 最 
后 的 结果 也 是 准确 的 。 这 留 给 读者 自行 验证 。 一 般 来 说 ,如 果 消 去 过 程 用 到 的 乘 子 在 数量 级 
上 都 小 于 或 等 于 1, 那么 计算 的 结果 可 证 明 是 比较 好 的 。 可 以 采用 一 种 称 为 部 分 选 主 元 
(partial pivoting ) 的 方法 , 来 保证 乘 子 的 绝对 值 小 于 1。 在 前 向 消去 的 第 & 步 , 选 主 元 为 矩阵 
第 列 未 消去 部 分 中 绝对 值 最 大 的 元 素 , 将 该 主 元 所 在 的 行 与 第 & 行进 行 交 换 , 可 把 它 置 于 
(R, 天 ) 人 位置。 同样 的 交换 操作 也 要 应 用 于 右 端 项 5 的 元 素 上 ， 而 由 于 抢 阵 A 的 列 不 进行 交 





线性 方程 组 51 





换 ,， 则 未 知 向 量 z 不 需 交 换 顺 序 。 
2.7 lutx，bslashtx，lugui 


MATLAB 中 有 三 个 函数 实现 了 本 章 讨论 的 算法 。 第 一 个 函数 lutx 是 MATLAB 内 部 函 
数 lu 的 可 阅读 版 本 。 在 这 个 函数 中 , 有 一 个 关于 的 外 部 for 循环 , k 用 于 记录 消去 过 程 的 
步 数 。 关 于 守 和 j 的 内 部 循环 , 用 向 量 和 和 抢 阵 运算 加 以 实现 ， 以 保证 整个 函数 有 高 的 执行 
效率 。 


function [LU,P]】 = 1utx (R) 

$LU Tiangular factorization 

外 [L,U,Pp] = lLutx(RA) pzoduces a unit 1owet trziangulaLr 
多 matLzrix 工 ，an UpPer triangular matrix U，andQ 

多 Perzrmutation vector P，so that LDLx*U = RAPD,，:) . 


[nnl = Size(A) ; 
PP = (1:Dn) 


for KK = 1L:n-1 


$ Find 1Largest element below qiagonal in Kk-th column 
[rmj = max(abs(Ak:n,k))); 

mm = m+Kk-1: 

外 Skip elimination Et column is zero 

if (Am,k) ”= 0) 


当 Swap Pivot ITow 


if (mm >~= K) 
A([km,:)=RAmkl,:)，; 
pP(Ikm)=Pp(mkj)，; 

enaQ 


$ Compute multip1liers 
研 = Kk+1L:n; 
Ri,k) = Ri,k)/RCKK) ， 


8 Update the fremainaqaer of the matTiX 
j 了 = K+1:mn; 
Qti,jJ) = Ai ) - Aik)xRAGk, 林 ) ， 
enaQ 
endQ 


$ Separate LeSsult 
世 tril(RA,-1) + eye(tn,D) ; 
U ttziu(A) ; 


仔细 研究 这 个 函数 发 现 , 几乎 所 有 的 运行 时 间 都 花费 在 下 面 的 语句 
Ai, JJ) = Ri,jJ) - RAR(,k)*RAK,); 


在 消去 过 程 的 第 上 步 , 1,，]j 是 长 度 为 n-k 的 索引 向 量 。 运 算 Ri, k) * R(k,，j)， 用 一 个 列 向 
量 乘 以 一 个 行 向 量 , 得 到 一 个 nk 阶 的 秩 为 一 的 方 阵 , 然后 用 矩阵 &R 右 下 角 的 同样 大 小 的 子 





和 矩阵, 减 去 这 个 方 阵 。 在 没有 向 量 和 和 拢 阵 运 算 的 编程 语言 里 , 符 阵 & 这 个 部 分 的 更 新 , 通过 
关于 i 工 和 j 的 双重 嵌 套 的 循环 来 实现 。 

第 二 个 函数 bslashtx, 是 MATLAB 内 部 反 斜 线 运算 符 的 简化 版 本 。 在 它 的 开始 处 ， 先 
检查 三 种 重要 的 特殊 情况 : 下 三 角 抢 阵 、 上 三 角 和 矩阵 和 对 称 正 定 抢 阵 。 具 有 这 些 特性 的 线性 
方程 组 ,可 以 比 一 般 的 情况 更 快 地 进行 求解 。 


tunction X = bslashtXx (有 A,Db) 
% BSLRASHTX Solve 1ineatr SYStem (backSslIash) 
多 X = bslashtx(A,b) Solves Ax*X = 


[rn,nl = size(A) 
ifE 1sequal (triu (ALT)，zeros (mn) ) 
$ Lower triangulaL 
X = forward (有 Ab) : 
etuzn 
elseit isedual (tril (ARA,-1) ,zeros (TDn) ) 
$ UPpPer triangu1lar 
X = backsubs (RAR,Db) ; 
etuUIzDn 
elseif isegqual (有 ,RAR ) 
[R,failLl] = chol (RA) ; 
E “下 aILl 
多 Positive Qeftinite 
Y = forwarQ(R'，D) ; 
X = backesubs (R,Y) ， 
LeturDn 
endG 
enQ 


如 果 没 有 发 现 上 述 特 殊 情 况 , bslashtx 调用 Lutx 函数 ,对 系数 矩阵 进行 排列 和 分 解 ， 然 后 完 
成 线性 方程 组 的 求解 。 


$% Triangulat factorization 
[L,U,pP] = lutXx(RA) ; 


$ Permutation and forward eliminatzion 
Y = forwardQ(L,b(P)); 


$ Back Subgstitution 
xx = backsubs (JU,Y) ; 


bslashtx 函数 使 用 子 函数 , 来 对 下 三 角 和 上 三 角 线性 方程 组 进行 分 别 求解 。 


Eunction Xx = forwatd ( 工 ,XI) 
当 FORWRRD ， Forward elimination. 
$ For 1ower triangular 卫 ，X = forward(L,b) solves D*Xx = D. 
[mn,nj = Size(D) ; 
for K = 1: 刀 
JJ = 1:K-1' 
x(k) = (x(k) -LIk,j)*x())VD(K,k); 
endQ 
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function xx = backsubs (U,X) 

$ BACKSUBS. Back Substitution， 

多 For upPPer triangular U，X = backsubs (U,b) solves U<X = b. 
[nnl = size(U) ; 

for K = nmn:-1:1 


j = K+1:n; 
xf(k) = (kk) - UKk,j)wxt))VUGK,k) ; 
enaQ 


第 三 个 函数 lugui, 可 以 显示 高 斯 消 元 法 的 各 个 步 又, 正 是 lutx 的 该 版 本 允许 用 户 试验 
各 种 主 元 选择 策略 。 在 消去 过 程 的 第 & 步 ,， 系数 矩阵 第 & 列 剩余 部 分 中 , 绝对 值 最 大 的 元 素 
以 洋红 色 显 示 , 这 也 是 部 分 选 主 元 策略 所 确定 的 主 元 。 用 户 可 从 下 面 四 种 不 同 的 选 主 元 策略 
中 选择 : 

。 手工 选 主 元 。 使 用 鼠标 点 选 一 个 矩阵 元 素 为 主 元 。 
对 角 线 选 主 元 。 使 用 对 角 线 上 元 素 作为 主 元 。 
部 分 选 主 元 。 和 函数 lu 和 lutx 使 用 相同 的 策略 。 

。 完全 选 主 元 。 使 用 剩余 子 和 矩阵 部 分 中 绝对 值 最 大 的 元 素 为 主 元 。 
选中 的 主 元 显示 为 红色 , 并 执行 相应 的 消去 过 程 。 随 着 步 又 的 执行 , 世 失 阵 中 新 出 现 的 列 显 
示 为 绿色 , 而 U 矩阵 中 新 出 现 的 行 用 红色 显示 。 


2.8 舍 入 误差 的 影响 


在 求解 线性 方程 组 的 过 程 中 引信 的 伟人 误差 总 会 导致 数值 解 一 一 我 们 记 为 z * 一 一 或 多 
或 少 地 不 同 于 理论 解 x= A-12。 事 实 上 , 如 果 向 量 z 的 各 分 量 都 不 是 浮 点 数 , 则 二 。 也 不 可 
能 等 于 zx。 有 了 两 种 测量 z , 的 偏差 的 量 : 误差 (error)， 


e 二 并 一 全 > 


和 剩余 (residual) ， 
7 一 避 一 Azr> 
矩阵 理论 告诉 我 们 , 由 于 A 是 非 奇 异 矩 阵 ， 如 果 上 面 两 个 量 中 有 一 个 为 零 , 则 另 一 个 一 定 是 
零 。 但 在 实际 计算 中 , 它们 的 值 并 不 一 定 同时 达到 “很 小 "。 考 虑 下 面 的 例子 : 
(了 国医 
0.913 0.659) zj \0.254 
如 果 我 们 在 一 个 三 位 有 效 数字 的 十 进 制 计算 机 上 进行 高 斯 消 元 会 怎样 ? 首先 ,交换 这 两 行 方 


程 以 使 0.913 成 为 主 元 。 再 计算 乘 子 ， 


0.780 
6913= 0.8S4(to three places) 


然后 用 新 的 第 二 行 减 去 新 的 第 一 行 的 0.854 倍 得 到 
(9 呈 2 人 
0 0.001) zj \0.001 
xyo2 一 00 = 1.00(exactly) 


”0.254 一 0.659z2 
1 ， 0.913 


最 后 ， 执 行 回 代 步骤 ; 
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= 一 0.443(to three places) 


-人 943] 
1.000 


为 了 在 不 知道 准确 解 的 情况 下 评估 计算 结果 , 我 们 计算 剩余 (精确 地 ) 
0.217-((0.780)( -0.443) 二 (0.563)(1-002) ] 
0.254-((0.913)(-0.443)+ (0.659)(1.00)) 


_ 人 -0.000460 
-0.000541 


剩余 向 量 的 分 量 均 小 于 10-3。 我 们 不 能 期 望 三 位 有 效 数字 的 计算 机 能 给 出 更 好 的 计算 结果 ， 
但 是 很 容易 发 现 这 个 方程 的 精确 解 是 
二 | 1 0 


-1.000 
因此 我 们 计算 结果 的 分 量 不 但 正 负 号 错 了 , 而 且 误差 比 解 本 身 还 要 大 。 
上 面 例 子 中 出 现 的 小 的 剩余 , 仅仅 是 个 巧合 吗 ? 我 们 不 难 发 现 , 其实 这 个 例子 是 典型 的 
人 为 构造 的 , 其 中 矩阵 非常 接近 奇异 , 不 是 现实 遇 到 的 问题 中 常见 的 。 尽 管 如 此 ,我 们 还 是 
要 仔细 研究 一 下 出 现 小 的 剩余 的 内 在 原因 。 
如 果 在 有 六 位 或 更 多 位 有 效 数 字 的 计算 机 上 , 用 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 求解 这 个 例 
子 , 则 前 向 消去 法 得 到 一 个 类 似 
0.913000 0.659000\fzl] “10.254000 
0 ooool 图 帮 [ooooool) 
的 线性 方程 组 。 注 意 其 中 元 素 LU2 :的 正 负 号 , 不 同 于 前 面 用 三 位 有 效 数 字 计算 所 得 到 的 。 然 
后 回 代 过 程 计 算出 ， 


则 计算 结果 为 


7 -5-4r,=| 


__ 0.000001 
zz= 一 0 00000T= 一 1.00000 


0.254 -0.659x2 
1 0.913 


= 工 .00000 

即 准确 解 。 在 三 位 有 效 数字 的 计算 机 上 ，z2 由 两 个 量 相 除 得 到 , 而 这 两 个 量 都 和 伟人 误差 在 
一 个 数量 级 上 , 且 其 中 一 个 正 负 号 还 错 了 , 因此 算出 的 zz 几乎 可 能 是 任何 值 , 而 随后 它 又 被 
代入 第 一 个 方程 计算 出 zl。 

我 们 可 合理 的 期 望 第 一 个 方程 的 剩余 很 小 , 这 是 由 zi 的 计算 过 程 做 出 的 判断 。 现 在 证 
我 们 注意 一 个 微妙 但 很 关键 的 问题 。 我 们 也 可 以 期 望 第 二 个 方程 的 剩余 很 小 , 这 是 由 于 这 个 
矩阵 非常 接近 奇异 。 这 两 个 方程 近似 可 看 成 互相 呈 倍 数 关系 ,因此 近似 满足 于 第 一 个 方程 的 
任何 (zi,zz)， 也 将 近似 满足 于 第 二 个 方程 。 如 果 系数 矩阵 完全 就 是 奇异 的 , 则 我 们 就 不 需 
要 第 二 个 方程 了 ,因为 第 一 个 方程 的 任何 一 个 解 都 自动 满足 第 二 个 。 

在 图 2-1 中 , 上 述 方程 组 的 精确 解 用 一 个 圆圈 标记 ， 而 计算 出 的 解 用 一 个 星 号 标记 。 虽 
然 数 值 解 与 精确 解 相去 甚 远 , 但 它 离 两 个 方程 代表 的 直线 都 很 近 , 因为 这 两 条 直线 几乎 是 重 
合 的 。 

虽然 这 个 例子 是 人 为 构造 的 、 也 不 是 太 典 型 , 但 我 们 得 到 的 结论 却 普遍 成 立 。 它 可 能 是 
自从 数字 计算 机 发 明 以 来 , 人 们 得 到 的 关于 和 气 阵 计算 的 最 重要 的 一 个 事实 ; 
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图 2-1 用 星 号 标记 的 计算 结果 有 大 的 误差 、 但 很 小 的 剩余 


采用 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 ， 可 以 保证 得 到 较 小 的 计算 剩余 。 

对 于 这 个 结论 , 我 们 有 必要 再 给 出 一 些 有 意义 的 说 明 。 这 里 的 “保证 ?是 指 基 于 特定 浮 点 
算术 系统 的 细节 ,可 以 精确 的 证 明 剩 余 向 量 的 各 分 量 必定 满足 的 不 等 式 关 系 。 如 果 算 术 运 算 
单元 以 另 一 种 方式 工作 , 或 者 在 特定 的 程序 中 存在 漏洞 ， 则 这 种 “保证 ?就 无 效 了 。 另 外 , 这 
里 的 “ 较 小 的 ”是 指 在 伟人 误差 的 数量 级 上 ， 它 与 三 个 量 有 关 : 原始 系数 抢 阵 中 元 素 的 大 小 ， 
在 消去 过 程 的 中 间 步 又, 得 到 的 系数 撼 阵 中 元 素 的 大 小 ,以 及 计算 结果 中 元 素 的 大 小 。 如 果 
这 些 量 中 的 任何 一 个 “比较 大 ”, 则 剩余 的 绝对 值 就 不 一 定 会 很 小 。 最 后 ， 即 便 剩 余 很 小 , 也 
不 能 断言 误差 也 很 小 。 剩 余 大 小 和 误差 大 小 的 关系 ,部 分 地 由 一 个 称 为 卸 阵 条 件数 (condition 
number) 的 量 决定 , 这 是 下 一 节 内 容 的 重点 。 


2.9 范 数 和 条 件数 


线性 方程 组 系统 中 , 系数 矩阵 和 右 端 项 往往 并 不 是 精确 给 出 的 。 一 些 方程 组 产生 于 实验 
结果 ,因此 系数 受 观 测 误差 的 影响 。 另 一 些 方程 组 的 系数 由 公式 计算 出 , 但 这 些 公 式 的 计算 
也 会 引进 售 人 误差 。 即 使 存在 计算 机 中 的 线性 方程 组 已 经 是 精确 的 了 , 在 它 的 求解 过 程 中 也 
不 可 避免 会 带 来 伟人 误差 。 高 斯 消 元 过 程 中 的 舍 人 误差 , 与 原来 系数 本 身 的 误差 一 样 , 会 对 
计算 结果 造成 影响 。 

因此 , 我 们 必须 考虑 一 个 基本 的 问题 。 即 ,如果 在 一 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 上 加 一 些 
数值 扰动 , 那么 计算 结果 会 改变 多 少 ? 换 名 话说, 对 于 4Az =2，, 我 们 如 何 定量 分 析 z 对 A 和 
8 改变 的 敏感 性 ? 

要 回答 这 个 问题 , 首先 要 明确 接近 奇异 (nearly singular) 这 个 概念 。 如 果 和 拖 阵 A 为 奇异 
和 矩阵, 那么 对 某 些 5 将 不 存在 z 的 解 ,而 对 另 一 些 85, 则 解 不 叭 一。 因此 ,如 果 和 矩阵 4 接近 
奇异 , 我 们 可 以 预计 4A 和 8 上 小 的 改变 , 将 导致 x 上 很 大 的 变化 。 另 一 方面 , 如 果 和 下 阵 A 
是 单位 抢 阵 , 那么 bp 和 <z 将 是 相等 的 向 量 。 因 此 , 如 果 A 接近 于 单位 矩阵 , 在 4A 和 2 上 小 的 
政变 , 将 相应 地 导致 在 = 上 较 小 的 变化 。 

初 看 起 来 , 在 采用 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 过 程 中 ,， 主 元 的 大 小 应 该 与 矩阵 接近 奇异 的 程 
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度 (nearness to singularity) 有 某 些 联 系 , 这 是 因为 ,如果 计 算 过 程 完 全 精确 , 则 所 有 主 元 均 非 
零 等 价 于 和 气 阵 非 奇 异 。 从 某 种 程度 上 讲 , 如 果 主 元 很 小 , 那么 矩阵 近似 于 奇异 。 然 而 ， 当 出 
现 了 舍 人 误差 后 ,这 种 规律 则 不 成 立即 虽然 没有 哪个 主 元 很 小 , 矩阵 仍 有 可 能 接近 奇异 。 

为 了 得 到 矩 阵 接近 奇异 程度 更 准确 、 可 人 靠 的 描述 , 我 们 需要 先 引 和 人 一 个 向 量 范 数 (norm) 
的 概念 。 范 数 是 一 个 用 来 度量 向 量 大 小 的 数 ,常用 的 是 一 类 称 为 1 的 向 量 范 数 , 它 的 计算 取 
决 于 参数 户 的 取 值 (1 委 p 委 co): 


| zl 一 (> | 12 1 
基本 上 的 取 值 为 p=1、bp=2 或 limp 一 oo 
lz ma 


lzla= (1mp)2 

上 过 外 = max 1 zl 
/1 范 数 也 称 为 受 哈 顿 (Manhattan) 范 数 ,因为 它 对 应 于 城市 街道 网 格 上 的 臣 离 。!2 范 数 是 大 
家 熟悉 的 欧 几 里 得 距离 ，/。 范 数 也 称 为 切 比 雪夫 范 数 。 


的 值 往往 并 不 重要 , 所 以 我 们 一 般 就 用 符号 | z | 代表 范 数 。 所 有 的 向 量 范 数 都 满足 
下 面 与 距离 有 关 的 性 质 ， 


zll>oifz 和 0 
10|=0 
lczll=lhclllzllforallscalars c 


lz+yl 和 甩 下 zl +llyl(Gthe zriangte iequality) 


在 MATLAB 中 , 用 norm(x,，p) 计 算 | z | ，， 而 norm(x) 则 与 norm(x,， 2) 一 样 。 例 如 ， 
xX = (1:4)/5 


norml = Dorm(X,1) 
norm2 = PoOrm (X) 
DorminE = Dorm(xy, inf) 
输出 结果 为 

基 = 

0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 
DOrm1 = 

2.0000 
norm2 = 

1.0954 
Dorminf = 

0.8000 


将 向 量 z 乘 上 一 个 抢 阵 A, 得 到 新 的 向 量 Az, 它 的 范 数 可 能 与 x 有 很 大 区 别 。 这 种 范 
数 的 变化 与 我 们 所 关心 的 敏感 性 测量 直接 相关 ， 可 能 的 变化 范围 可 以 用 两 个 数 表 示 ， 
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邮 | Az 


Te 


上 4Az 


其 中 取 最 大 和 最 小 操作 是 针对 所 有 非 零 向 量 z 的 。 如 果 A 为 奇异 抢 阵 , 则 关 =0。 比 值 M7 





uCAJ -De 【zz 
站 az | 


ze 

k(4A) 的 实际 数值 依赖 于 所 使 用 的 向 量 范 数 , 但 我 们 通常 仅 对 条 件数 的 数量 级 估计 感 兴 
趣 ,， 因此 有 具体 使 用 哪个 范 数 并 不 重要 。 

考虑 一 个 线性 方程 组 

4z=p 
和 改变 右 端 项 后 的 另 一 个 线性 方程 组 : 
A(z+6zr)=b+1 

这 里 8 为 右 端 8 的 误差 , 而 sz 为 由 此 导致 的 解 向 量 z 的 误差 , 我 们 不 需要 假设 它们 都 很 
小 。 因 为 4&(iz)= 吕 , 所 以 根据 M 和 和 的 定义 我 们 有 


8 入 Mizll 
和 
| 2 有 将 天 相 zl 
因此 , 如果 双 夭 0， 则 有 
才 es 


上 式 中 | 28 | Z 81 为 右 端 向 量 的 相对 误差 , 而 | sz 上 Z| zx | 为 解 向 量 的 相对 误差 。 使 用 
相对 误差 概念 的 好 处 是 它 与 绝对 大 小 无 关 , 也 就 是 说 它 不 受 向 量 按 比例 放 缩 的 影响 。 

上 面 的 不 等 式 说 明 , 条 件数 是 一 个 相对 误差 的 放大 因子 , 解 的 相对 误差 是 右 端 相对 误差 
kx(4) 的 倍 。 可 以 证 明 , 对 于 系数 矩阵 的 改变 ， 上 面 关 于 条 件数 的 结论 依然 成 立 。 

条 件数 同时 也 是 对 矩阵 接近 奇异 程度 的 度量 。 虽 然 我 们 没有 用 严格 的 数学 方法 对 它 进 行 
精确 描述 , 但 条 件数 确实 可 以 看 作 是 ,和 抢 阵 到 奇异 矩阵 集合 相对 距离 的 倒数 。 因 此 ， 如 果 
k(A) 比 较 大 , 则 矩阵 A 就 接近 于 奇异 。 

下 面 给 出 一 些 条 件数 的 基本 性 质 ,， 它们 很 容易 证 明 。 很 明显 ，M 盖 ， 因 此 

K(A) 之 1 
如 果 抵 阵 P 是 排列 矩阵 , 则 Pz 的 各 分 量 , 仅仅 是 z 各 分 量 的 重新 排列 ， 因 此 对 于 所 有 z， 
| Pzl=|zl， 即 





k(P)=1 
特别 地 , k(T) =1。 如 果 拖 阵 A 乘 以 一 个 标量 c, 那么 M 和 zm 都 乘 以 相同 的 标量 ， 因 此 
K(c4)=K(A) 
如 果 抢 阵 D 是 对 角 阵 , 那么 
<(D)= 中 2 


这 后 两 条 性 质 也 使 得 k(A) 比 矩阵 A 的 行列 式 ,能 更 好 地 描述 矩阵 奇异 程度 。 考 虑 一 个 极端 


[本 | 
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的 例子 , 一 个 仅 在 对 角 线 上 全 为 0.1 的 100x 100 和 扼 阵 , 它 的 行列 式 det(4A)= 10- 炙 , 可 以 看 
成 是 一 个 非常 小 的 数 。 然 而 k(A) =1，Az 的 分 量 仅仅 是 z 对 应 分 量 的 0.1 倍 。 对 于 线性 方 
程 组 求解 问题 ,这样 一 个 系数 矩阵 更 像 单位 矩阵 ， 而 不 是 奇异 抢 阵 。 

下 面 的 例子 使 用 了 六 1 范 数 : 


显然 Arz=6, 并 且 
1 2 =13.8, zl =1 

如 果 右 端 向 量 改 变 为 

-14.11 

5 (9 70| 
则 解 变 为 

-10.34 

5 (0 7 
令 3=8-5,， sz=z-z, 那么 

上 251 =0.01 

| sz | =1.63 


在 上 面 的 例子 中 , 我 们 在 5 上 做 的 小 扰动 就 使 得 z 发 生 了 完全 的 改变 。 事 实 上 , 它们 的 相对 
改变 为 
| 位 | =0.0007246 
由 于 kx(A) 是 解 相对 误差 放大 因子 的 最 大 值 ， 所 以 
1.63 
x(A) 全 0.0007246 
实际 上 ，2 和 品 是 我 们 精心 挑选 的 ， 以 得 到 这 个 最 大 值 。 所 以 对 于 这 个 例子 , 在 /1 范 数 下 ， 
k(A)=2249.4 
对 于 上 面 这 个 例子 很 重要 的 一 点 是 , 我 们 考虑 的 是 两 个 稍 有 区 别 的 线性 方程 组 的 精确 
解 ， 而 与 求 这 些 解 所 用 的 方法 无 关 。 我 们 构造 了 一 个 有 比较 大 的 条 件数 的 例子 , 因此 右 端 项 
5 的 改变 给 解 带 来 的 影响 相当 大 , 这 种 现象 在 其 他 有 大 的 条 件数 的 问题 中 都 存在 。 
对 于 分 析 高 斯 消 元 法 求解 过 程 中 引入 的 伟人 误差 , 条 件数 也 担任 重要 的 角色 。 假 设 和 矩阵 
A 和 向 量 0 的 元 素 均 为 准确 的 浮 点 数 , 令 z ,为 用 某 个 线性 方程 组 求解 算法 得 到 的 解 向 量 。 
我 们 假设 在 求解 过 程 中 并 未 发 现 和 矩阵 A 奇异 , 也 未 出 现 浮 点 数 上 滋 出 、 或 下 溢出 , 那么 可 以 
得 到 下 面 两 个 不 等 式 ， 


一 2249.4 


15-az。| 
一 -一 一 一 一 < 
1ATTz Ts 大 
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-二 并 ， 


扫 
TS2x(4)s 


这 里 es 是 相对 机 器 精度 eps, 而 p 在 后 面 给 出 定义 , 它 的 值 通 常 不 大 于 10。 

第 一 个 不 等 式 说 明 , 无 论 竹 阵 的 条 件数 是 多 么 大 ， 相 对 剩余 (relative residual) 通 常 都 大 约 
是 伟人 误差 的 大 小 。 关 于 这 点 我 们 在 前 一 节 中 举例 进行 了 说 明 。 第 二 个 不 等 式 需要 和 矩阵 A 
非 奇 异 , 且 与 精确 解 zx 相关 。 它 由 第 一 个 不 等 式 和 条 件数 K(A ) 的 定义 得 来 , 它 说 明 如 果 
kK(A) 较 小 , 则 解 的 相对 误差 就 小 , 但 如 果 矩 阵 4 接近 奇异 , 则 解 的 相对 误差 可 能 非常 大 。 
在 极端 的 情况 下 ,如果 乞 阵 A 为 奇异 气 阵 , 但 没有 被 发 现 , 则 第 一 个 不 等 式 依然 成 立 ， 而 第 
二 个 就 没有 意义 了 。 

为 了 对 变量 e 有 更 准确 的 说 明 , 有 必要 引入 和 天 阵 范 数 (matrix norm) 的 概念 ,并 给 出 更 多 
一 些 不 等 式 。 对 这 些 纲 节 不 感 兴趣 的 读者 ,可 以 跳 过 本 节 剩 下 的 内 容 。 前 面 定 义 的 量 M 其 
实 也 就 是 卸 阵 范 数 , 矩阵 范 数 的 记号 与 向 量 范 数 一 样 : 


1a1 =max 业 外 


不 难看 出 | 4 -| =1《Xm ,因此 条 件数 的 另 一 个 等 价 的 定义 是 
K(C4)=1A4EA2 
同样 地 , 矩阵 范 数 和 条 件数 的 实际 数值 都 依赖 于 向 量 范 数 。 对 应 于 /: 和 /向 量 范 数 的 
矩阵 范 数 比较 容易 计算 ,不 难得 到 


1 A | = max2>， | ai 1 
1 Ai 。 = max>， | ai | 


计算 对 应 于 /: 向 量 范 数 的 矩阵 范 数 则 涉及 奇异 值 分 解 (singular value decomposition，SVD)， 
它 将 在 后 面 的 一 章 讨论 。MATLAB 采用 函数 norm(R, p) 来 计算 矩阵 范 数 , 其 中 p =1,，2, 或 
inf。 

高 斯 消 元 法 中 , 伟人 误差 研究 的 基本 结论 来 自 于 J. H. Wilkinson。 他 证 明 数 值 解 x* 精 
确 地 满足 

(A+ 尼 )zv=D 

其 中 玉 是 一 个 矩阵 , 它 的 元 素 值 大 约 是 , 抢 阵 A 元 素 的 伟人 误差 的 大 小 。 在 少数 情况 下 , 由 
高 斯 消 元 法 得 到 的 中 间 答 阵 ， 其 元 素 大 于 原始 矩阵 A 的 元 素 , 而 且 大 规模 矩阵 消去 时 的 伟人 
误差 积累 也 会 产生 一 定 的 影响 , 但 是 如 果 定 义 p 为 


| 瓦 | _ 
41 和 
那么 o 在 大 多 数 情 况 下 都 不 会 大 于 10。 
根据 这 个 基本 的 结果 , 可 以 进一步 推导 出 关于 数值 解 的 剩余 和 误差 的 不 等 式 。 剩 余 向 量 为 
0 一 Arxy= 三 Erx 
因此 得 出 
15=-A4zx=lEzsil 委 1 HEzx 


由 于 剩余 中 包含 乘积 4z . ,因此 考虑 相对 剩余 更 合适 , 它 将 - Az 的 范 数 与 矩阵 4 和 向 量 
zx 的 范 数 做 比较 。 从 上 面 这 上 几 个 不 等 式 ,， 可 以 得 到 


la-Az。 1 
TATTzT<e 
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如 果 和 矩阵 4 非 奇 异 ,可 以 用 符 阵 A 的 逆 来 表示 误差 : 
zzy=A-L(D 一 Arv) 








因此 
1z=-zxl 委 4 一 人 Ilzsl 
根据 它 可 方便 地 比较 误差 的 范 数 和 数值 解 的 范 数 , 因此 相对 误差 满足 
| z 一 。 | -1 
[到 委 ol 41 | A | s 
即 


1z-zsl 
一 二 -一 一 一 雪 K 
iT 入 ex(4)* 


实际 计算 条 件数 k(A ) 时 需要 知道 | A-! | , 但 计算 A-! 所 需 的 计算 量 大 约 是 求解 一 个 
线性 方程 组 的 三 倍 ， 而 计算 /> 条 件数 则 需要 进行 SVD 和 更 大 的 计算 量 。 幸 运 的 是 ,一 般 我 
们 并 不 需要 x(A) 的 精确 值 ， 只 要 对 它 有 一 个 合理 的 估计 就 够 了 。 

MATLAB 提供 了 几 个 函数 , 可 用 于 计算 和 估计 条 件数 ,如 下 所 示 : 

。 cond(a) 或 cond(R，2) 用 于 计算 xz(A), 它 调 用 函数 svd(R), 适合 于 较 小 的 抢 阵 ， 其 
中 需要 /2 范 数 所 反 喘 的 几何 意义 。 

cond(R，1) 计 算 k1(A)， 它 调用 天 数 inv(R), 运算 量 小 于 cond(R，2)。 

。 cond(R，inf) 计 算 k=(A), 它 调用 枯 数 inv(RA) ,等同 于 计算 cond(R ，1)。 

。 condest(R) 估 算 ki(A),， 它 使 用 lu(R) 以 及 Higham 和 Tisseur 近期 提出 的 一 个 算法 
[31], 特别 适合 于 大 型 稀 朴 年 阵 。 

rcond(R) 估 算 1 Ki(A), 它 使 用 lu(a) 以 及 由 LINPACK 和 LAPACK 项 目 组 开发 的 
一 个 较 老 的 算法 ,基本 上 只 有 历史 价值 。 


2.10 稀 玻 抢 阵 和 带 状 和 矩阵 


在 工程 和 科学 计算 中 经 常 出 现 稀 朴 矩阵 和 带 状 矩 阵 。 一 个 矩阵 的 稀 玖 度 (sparsity) 是 和 
矩阵 中 零 元 素 个 数 有 关 的 分 数 , MATLAB 里 的 函数 nnz, 统计 一 个 矩阵 中 非 零 元 素 的 个 数 ， 
因此 和 拖 阵 RA 的 稀 琉 度 为 


density = nnz(Al) /prod(size (A) ) 
Sparsity = 1 - Qensity 


稀 政 给 阵 (sparse matrix) 通 常 指 稀 朴 度 近 似 等 于 !1 的 抢 阵 。 
一 个 矩阵 的 带宽 度 (bandwidth) 是 指 这 个 纸 阵 中 非 零 元 素 到 主 对 角 线 的 最 大 距离 。 


[ij] = find(R&A) 
bandwiath = max(abs(i-]J)) 


带 状 矩 阵 (band matrix) 通 常 指 带 宽度 很 小 的 抢 阵 。 

可 以 看 出 , 稀 朴 度 和 带宽 度 都 是 描述 一 种 程度 的 概念 。 一 个 主 对 角 线 上 没有 零 元 素 的 
2 X2 对 角 和 矩阵 ， 其 稀 朴 度 为 1- 1/a ， 而 它 的 带宽 度 为 0。 因此, 它 是 带 状 稀 朴 矩阵 的 例子 。 
另 一 方面 , 一 个 不 含 零 元 素 的 上 x ” 和气 阵 ， 例 如 用 命令 rand(n， pn) 生成 的 稀疏 度 等 于 零 的 矩 
阵 ， 而 带宽 度 为 > -1,， 因此 它 根本 不 能 归 人 稀 下 矩 阵 或 者 带 状 和 矩阵 中 任何 一 类 。 

MATLAB 用 一 种 稀疏 数据 结构 , 来 存储 抢 阵 非 零 元 以 及 其 行列 位 置 的 信息 。 这 种 稀 玻 
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数据 结构 也 能 有 效 地 处 理 带 状 矩 阵 ， 因 此 MATLAB 中 没有 单独 的 带 状 矩阵 存储 类 。 命 令 


S = SParse (AI) 
将 一 个 矩阵 转换 为 稀 玻 矩阵 表示 ， 而 命令 
及 = full(S) 


则 进行 相反 的 操作 。 然 而 , 大 多 数 实 际遇 到 的 稀 朴 矩阵 的 阶 数 都 非常 大 ， 以 至 于 将 它 存储 为 
正常 的 格式 是 不 现实 的 。 因 此 , 更 多 的 时 候 用 命令 


S = Sparse(I, jx,m,Dn) 


来 创建 稀 朴 拖 阵 ,， 它 生成 的 矩阵 S 满足 


fj,xj = fina(S) 
fm,n] = size(S) 


大 多 数 MATLAB 和 抢 阵 运算 和 函数 可 同时 用 于 正常 格式 表示 的 矩阵 和 稀 朴 挎 阵 。 决 定 稀 
朴 和 矩阵 运算 时 间 和 内 存 用 量 的 关键 因素 , 是 矩阵 中 非 零 元 的 数目 ， 即 nnz(S)。 


带宽 度 为 1 的 矩阵 称 为 三 角 答 阵 (tridiagonal matrix), 对 这 类 特殊 带 状 和 矩阵 的 线性 方程 组 
求解 问题 : 


p1 cl Z1 1 
C1 D2 C2 之 2 da2 
Q2 203 5C3 3 Cs3 

Cz -2 po -1 Cm -1 v 光 7 一 工 du -1 

Cn -1 Dr 人 G。 








很 值得 提供 一 个 专用 的 函数 来 完成 运算 。 
在 NCM 目录 中 有 一 个 函数 tridisolve, 执行 命令 


x = tridisolve(a,b,c,d) 


可 求解 三 角 线 性 方程 组 , 其 中 向 量 a 为 主 对 角 线 下 面 的 次 对 角 线 , 向量 b 为 主 对 角 线 , 向 量 c 
为 主 对 角 线 上 面 的 次 对 角 线 , d 为 右 端 项 向 量 。 我 们 实际 上 已 经 讨论 过 了 tridisolve 所 用 的 
算法 ,， 即 高 斯 消 元 法 。 在 许多 出 现 三 对 角 矩 阵 的 情况 里 , 都 满足 主 对 角 线 元 素 占 优 的 性 质 ， 
因此 没有 必要 选 主 元 。 而 且 , 同时 处 理 右 端 项 和 和 抢 阵 本 身 。 在 这 种 情况 下 , 不 选 主 元 的 高 斯 
消 元 法 也 称 为 Thomas 算法 (Thomas algorithmy)。 

在 函数 tridisolve 的 代码 中 , 首先 将 右 端 项 拷贝 到 用 来 存储 解 的 向 量 中 。 


X = Qi; 
Dn = Length (x) ; 
前 向 消去 过 程 是 一 个 简单 的 for 循环 。 
for j = 工 : 贡 - 工 
mu=a(j)/b(j)， 
bf(j+lL) = D(j+1) - muxc(Jj) ; 
X(j+l) = X(jJ+1l1) - muxXx(]) : 


end 








[ 困 ] 
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如 果 我 们 存储 LU 分 解 的 结果 的 话 , mu 就 是 工 矩阵 次 对 角 线 上 的 乘 子 。 在 同一 个 循环 中 同 
时 也 处 理 右 端 向 量 。 回 代 过 程 是 另 一 个 简单 的 循环 。 


X(n) = X(n)V/pbGn)， 
for j = DR-1:-1:1 

x(j) = (xX(j)-c(j)*x(jJ+l))/Pp():; 
endQ 


由 于 函数 tridisolve 不 进行 选 主 元 ,， 当 abs(b) 比 abs(a) + abs(c) 小 很 多 时 ,计算 结果 就 可 
能 不 准确 。 要 使 计算 更 鲁 棒 、 但 速度 较 慢 的 办 法 是 , 采用 选 主 元 的 求解 方法 ,这 需要 用 diag 
函数 将 输入 转化 为 正常 格式 存储 的 矩阵 ， 


T = aqQiagl(a, -1l) + Qiag(pb,0) + daiag(c,1) 
X = TANd 


或 者 , 用 spdiags 生成 稀 疏 矩阵 : 
S = spdiags([a b clj,[-1 0 1],mn,n); 
X = SN\d 


2.11 PageRank 和 马尔 可 夫 链 


GoogleIM 能 成 为 如 此 高 效 的 网 络 搜索 引擎 的 一 个 重要 原因 是 ，Larry Page 和 Sergey Brin 
开发 的 PageRankIY 算 法 , 这 两 位 Google 的 创始 人 , 在 美国 斯 坦 福 大 学 念 研 究 生 时 就 提出 了 
这 个 算法 。PageRank 完全 由 WWW 万 维 网 (World Wide Web) 的 超 链 接 结构 所 决定 ,， 它 大 约 
隔 一 个 月 重新 计算 一 次 ， 而 与 任何 网 页 的 实际 内 容 或 者 搜索 请 求 无 关 。 然 后 ， 当 网 络 用 户 提 
出 搜索 请 求 时 ，Google 找 出 符合 搜索 要 求 的 网 页 ,并 按 它们 的 PageRank 大 小 依次 列 出 。 

假设 我 们 在 互联 网 上 浏览 时 , 每 次 都 从 当前 网 页 随机 选择 一 个 超 链 接 进入 下 一 个 网 页 ， 
可 以 想像 这 种 “冲浪 "过程 将 终止 于 某 些 没有 出 口 链接 的 网 页 ,或 者 进入 由 一 些 相互 链接 着 的 
网 页 构成 的 死 循环 。 因 此 , 应 该 有 一 个 固定 的 概率 , 依据 它 从 整个 互联 网 中 随机 选择 下 一 个 
页 面 。 这 种 数学 理论 上 的 随机 漫步 (random walk) 称 为 马尔 可 夫 链 (Markov chain) 或 马尔 可 去 
过 程 (Markov process)。 当 这 样 的 随机 浏览 过 程 无 限 进 行 下 去 时 ,， 某 个 网 页 被 访问 到 的 极限 
概率 就 是 它 的 PageRank。 如 果 一 个 网 页 被 其 他 高 等 级 网 页 所 链接 到 的 话 ， 它 的 等 级 就 高 。 

令 太 为 从 某 个 根 网 页 开始 , 沿 一 系列 超 链 接 可 以 到 达 的 网 页 的 集合 , 令 ”为 凡 集 合 中 
网 页 的 数目 。 对 Google 来 说 , 实际 上 集合 太 会 随时 间 而 改变 , 但 到 2002 年 底 的 时 候 ， 这 个 
集合 的 大 小 ” 就 已 经 超过 了 30 亿 。 令 2 xz7 和 窍 阵 G 为 互联 网 中 一 部 分 网 页 的 连接 短 阵 
(connectivity matrix) ， 如 果 从 网 页 ; 有 一 个 链接 到 网 页 ;, 则 g=1, 否则 gz =0。 扼 阵 G 的 
维度 可 能 会 特别 大 , 但 它 是 个 非常 稀 朴 的 矩阵 ,其 中 第 ? 列 元 素 显 示 了 网 页 ) 上 的 所 有 链接 。 
和 矩阵 G 中 非 零 元 的 数目 ,为 整个 砚 集合 中 存在 的 超 链接 的 数量 。 

令 六 和 ci 分 别 为 矩阵 G 的 行 元 素 之 和 和 列 元 素 之 和 : 

六 二 2187 9 一 285 1 
- 和 < 的 值 则 分 别 为 第 ; 个 网 页 的 入 度 (in-degree) 和 出 度 (out-degree)。 令 为 网 页 随机 温 
步 时 , 选择 当前 网 页 的 链接 的 概率 ,一 个 典型 的 取 值 为 户 =0.85, 那么 1- z 就 是 不 选择 当前 
网 络 的 链接 而 随机 选择 其 他 一 个 网 页 的 概率 。 令 4 为 一 个 zxz 矩阵 ,其 元 素 为 
adj = pegs[c+G,wheres=(1 一 户 )A[z 
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注意 矩阵 A 的 元 素 经 过 其 每 列 和 的 放 缩 。 抢 阵 A 的 第 7 列 元 素 表示 了 从 网 页 ; 跳 到 其 他 网 
页 的 概率 。 假 设 不 沿 着 链接 的 指向 而 跳 到 其 他 网 页 的 概率 为 $,， 则 年 阵 A 中 大 多 数 元 素 都 为 8。 
若 z=3.10?, =0.85, 则 S=5S.10-1。 
和 拖 阵 A 为 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 , 它 的 元 素 都 严格 地 介 于 0 和 1 之 间 ， 而 列 元 素 之 
和 都 等 于 1。 一 个 抢 阵 理论 里 的 重要 结论 是 Perron-Frobenius 定理 , 它 可 应 用 于 这 种 答 阵 。 根 
据 这 个 定理 可 得 出 这 样 的 结论 , 方程 
工 王 AZ 
存在 非 零 解 ,而且 这 些 解 相互 之 间 只 差 一 个 因子 。 如 果 选 定 这 个 比例 因子 , 使 得 
>， 一 1 
那么 由 此 确定 的 解 向 量 z 称 为 马尔 可 夫 链 的 状态 向 量 (state vector)， 也 就 是 Google 里 的 
PageRank。 向 量 z 的 元 素 都 是 正 的 且 小 于 1。 
向 量 z 是 奇异 ,， 齐 次 线性 方程 组 
(T-A)z=0 
的 解 。 对 于 中 等 大 小 的 ”, 在 MATLAB 中 计算 z 较为 方便 的 做 法 是 , 先 设 其 等 于 某 个 近似 
值 ， 比 如 前 一 个 月 的 PageRank, 或 者 令 


X = ones (mn,1) /nn 


然后 重复 赋值 语句 


X = 及 * 六 


直到 相 邻 两 次 计算 出 的 向 量 的 差 小 于 一 个 指定 的 值 。 这 称 为 时 法 (power method),， 也 是 在 ?> 
非常 大 的 情况 下 唯一 可 用 的 计算 方法 。 在 实际 应 用 中 , 并 不 需要 真正 形成 G 矩阵 和 A 和 拖 阵 。 
通过 所 历 一 次 整个 网 页 的 数据 库 , 更 新 由 网 页 间 超 链接 形成 的 加 权 参 考 计数 值 ， 就 可 以 得 到 
朝 法 的 一 步 计 算 结 果 。 
在 MATLAB 中 计算 PageRank 最 好 的 办 法 ,是 利用 马尔 可 夫 乞 阵 的 特殊 结构 。 方 程 
工 三 Ar 
可 以 写成 
=(bGD+beeT)z 
其 中 e 为 全 为 1 的 2 维 向 量 , 而 了 是 由 各 个 出 度 的 倒数 构成 的 对 角 算 阵 ; 


1 
号 一 


我 们 希望 有 
eirz=1 
因此 上 面 的 方程 变 为 
(T- bpGD)z=ee 
只 要 户 严格 小 于 1, 系数 和 矩阵 T- 2GD 就 是 非 奇异 矩阵 ,可 根据 这 个 方程 解 出 <。 此 方法 保 
留 了 G 矩阵 的 稀 朴 性 , 但 当 2 一 1 和 8 一 0 时 则 无 法 使 用 。 
按 这 种 方法 , 一 旦 生成 G 矩阵 ， 就 用 抑 阵 列 元 素 之 和 将 它 的 各 列 元 素 按 比 例 缩小 。 


C = Sum(G) 


在 未 来 的 MATLAB 新 版 本 里 , 将 允许 用 表达 式 
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将 G 和 矩阵 的 各 列 除 以 向 量 c 中 对 应 的 元 素 。 在 上 述 功 能 还 未 成 为 现实 之 前 ,最 好 使 用 函数 
spdiags 创建 一 个 稀 琉 格式 的 对 角 和 矩阵 。 


D = spdiags (1./c' ,0,nin) 


然后 可 以 有 效 地 计算 稀 下 和 矩阵 乘积 G* D。 下 面 这 段 程序 通过 高 斯 消 元 法 , 求解 稀 朴 线性 方程 
组 计算 出 PageRank。 





P = .85 

delta = (1-P) /mn 

e = ones(mny,1) 

I = SPpeye (nn,D) 

XxX= (IT - prGxD)N\(daelItaxe) 


也 可 以 使 用 一 种 称 为 送 和 迭代 (inverse iteration) 的 算法 , 来 计算 PageRank, 程序 如 下 所 示 


从 
区 
艾 


P*GxD + Gelta 
(I - RAR)Ne 
X/sum ( 尽 ) 
初 看 起 来 , 这 是 一 个 非常 危险 的 办 法 。 由 于 抢 阵 工 - A 在 理论 上 是 奇异 的 ,精确 计算 工 - A 
的 上 三 角 和 矩阵 因子 时 ， 某 些 对 角 线 元 素 必 定 是 零 , 因此 整个 计算 将 出 错 停 止 。 但 由 于 舍 人 误 
差 的 影响 , 计算 出 的 矩阵 IT- 很 可 能 并 不 奇异 。 即 使 它 是 奇异 的 , 高 斯 消 元 过 程 中 的 舍 人 误 
差 , 也 很 可 能 避免 产生 精确 为 零 的 对 角 线 元 素 。 我 们 知道 ， 即 便 系数 失 阵 的 条 件数 很 差 , 采 
用 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 ,也 会 生成 相对 于 解 很 小 的 剩余 向 量 。 用 反 斜 线 操作 符 计算 出 的 
结果 向 量 (I- RA) \e, 通常 有 数值 很 大 的 分 量 。 如 果 按 它 
的 分 量 之 和 来 进行 比例 缩小 , 剩余 向 量 也 将 同比 例 缩小 ， 
从 而 变 得 数值 非常 小 , 结果 导致 在 舍 人 误差 范围 内 ， 两 
个 向 量 x 和 &xx 彼 此 相等 。 在 这 种 情况 下 ,用 高 斯 消 元 
法 求解 奇异 线性 方程 组 的 功能 扭曲 了 结果 , 但 这 种 " 捍 
曲 ” 恰 巧 是 我 们 所 想 要 的 。 
图 2-2 是 一 个 小 规模 例子 的 网 页 链接 关系 图 ,这 里 
2 =6 而 不 是 n=3.10?。 互 联网 上 的 网 页 都 通过 一 种 称 
为 统一 资源 地 址 (uniform resource locator) 或 URL 的 字符 
串 来 定位 。 由 于 使 用 超 文本 传输 协议 (hypertext transfer 
protocob) 大 多 数 URL 都 以 http 开始 。 在 MATLAB 中 ， 
我 们 用 单元 数组 (cell array) 结 构 存 储 一 系列 URL 为 一 个 
字符 串 的 数组 ， 对 于 本 例 它 是 一 个 6x1 的 单元 数组 。 2-2 ”一 个 微型 互联 网 
U = { 人 http://www.alpha.com' 
“http://www.beta.com' 
http://www.gamma -com' 
http://www.delta-com' 


http://www.zrho.conm' 
Phttp://www.sigma.com'} 








线性 方程 组 65 





可 以 用 两 种 不 同 的 索引 来 访问 单元 数组 。 括 号 代表 子 数组 , 用 它 存 取 单 个 的 单元 ,而 用 大 括 
号 可 取出 单元 的 内 容 。 如 果 上 是 一 个 标量 , 那么 U(k) 为 一 个 1x1 的 单元 数组 , 即 I 的 第 k 个 
单元 , 而 Uik}i 则 为 哪个 单元 中 存放 的 字符 串 。 因 此 U(1) 是 一 个 单元 ， 而 Uik| 为 字符 串 
http: /Arm.alpha.com 可 以 用 一 条 城市 街道 上 的 邮箱 来 做 形象 的 解释 ,比如 B(502) 是 编导 
为 502 的 邮箱 , 那么 Bl5021 就 是 那个 邮箱 里 的 信 。 

我 们 可 以 通过 指定 矩阵 非 零 元 素 的 位 置 标 号 (i,，j) 来 生成 连接 矩阵 。 由 于 从 alpha.com 
到 peta.com 有 一 个 链接 , 所 以 G 和 矩阵 在 位 置 (2，1) 就 有 一 个 非 零 元 素 。 图 2-2 中 的 九条 链 
接 关 系 可 以 用 

ii= (2 

j= [1 
加 以 表示 。 存 储 稀 朴 矩阵 的 数据 结构 , 通常 只 为 非 零 元 素 和 它 的 行 、 列 编号 开辟 存储 空间 。 
这 对 于 一 个 只 有 27 个 零 元 素 的 6x6 抢 阵 来 说 可 能 是 不 必要 的 , 但 对 于 大 规模 问题 而 言 ， 这 
种 存储 方式 非常 重要 。 命 令 


244561614] 
22333456] 


D = 6 
G = Sparse(i,j,1,DPn,n) ， 
ful1l(G) 


生成 一 个 二 xz 的 稀 玻 矩阵 ， 其 在 向 量 和 j 指定 的 位 置 上 元 素 均 为 1， 然后 输出 它 的 完全 
表示 。 


0 0 0 1 0 1 
1 0 0 0 0 0 
0 工 0 0 0 0 
0 1 1 0 0 0 
0 0 工 0 0 O 
0 0 工 0 1 0 
命令 
CC = full(sum(G)) 
计算 和 矩阵 G 各 列 元 素 之 和 
妃 一 
工 2 3 1 工 工 
命令 


xx= (I - pr*GxD)N\(daelta*e) 
求解 稀 玻 线性 方程 组 ,输出 为 


光一 

.2675 
2524 
T323 
1697 
.0625 
0.1156 


对 这 个 小 规模 的 例子 , 马尔 可 夫 转 移 矩 阵 中 最 小 的 元 素 为 S=0.1$-6=0.0250。 


口 口 口 口 口 
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有 = pxGxwD + delta 


及 = 
0.0250 0.0250 0.0250 0.8750 0.0250 0.8750 
0.8750 0.0250 0.0250 0.0250 0.0250 0.0250 
0.0250 0.4500 0.0250 0.0250 0.0250 0.0250 
0.0250 0.4500 0.3083 0.0250 0.0250 0.0250 
0.0250 0.0250 0.3083 0.0250 0.0250 0.0250 
0.0250 0.0250 0.3083 0.0250 0.8750 0.0250 


注意 矩阵 & 的 各 列 元 素 之 和 均 为 1。 采 用 逆 迭 代 方 法 计算 PageRank， 
x= (IT -ANe 


会 输出 一 个 关于 病态 性 的 警告 信息 ,以 及 一 个 各 元 素 的 数量 级 为 105 的 向 量 。 在 某 些 计算 机 
上 , 这 个 x 向 量 的 元 素 可 能 碰巧 都 是 负数 ， 它 们 的 和 为 


8 Sum (六 ) 


-6.6797e+016 


其 他 具有 不 同 的 伟人 误差 的 计算 机 ， 可 能 会 给 出 不 同 的 结果 。 但 无 论 什 么 计算 机 , 在 对 解 向 
量 按 比例 缩小 


X = X/Ssurmn(X) 


之 后 ,都 会 得 到 与 用 反 斜 线 操 作 符 计算 出 的 x 一 样 的 结果 。 这 个 z 在 伟人 误差 允许 的 范围 
内 ,满足 方程 


并 一 AZz 
图 2-3 表示 了 用 bar 命令 生成 的 x 向 量 的 柱状 图 。 


了 Page Rank 





0.3S 


0.3 


0.2S 


1 2 3 4 5 6 
图 2-3 微型 互联 网 的 PageRank 
如 果 按 PagsRank 的 大 小 排列 这 些 URL, 同时 列 出 它们 的 人 度 和 出 度 , 则 得 到 下 面 的 结果 


Pagerank in OU UIELI 





1 0.2675 2 工 httP://www.alpha.com 
2 0.2524 工 2 http://www.beta.com 
4 0.1697 2 工 http://www.delLta.com 
3 0.1323 1 3 http:/ /www.gamma .Com 
6 0.1156 2 工 http://www.sigma.com 
5 0.0625 1 1 httPp:/ /www.rho .com 
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我 们 可 以 看 出 ， 虽 然 链 接 数目 一 样 , 但 alpha 的 PageRank 值 比 delta 和 sigma 都 高 ， 而 beta 
排 在 第 二 ,因为 它 仰 仗 了 alpha 的 光芒 。 对 这 个 微型 互联 网 进行 随机 的 网 页 浏览 , 则 有 27% 
的 概率 访问 到 alpha， 而 访问 rho 的 概率 则 仅 为 6% 。 

在 我 们 提供 的 NCM 程序 包 中 有 一 个 文件 surfer.m, 使 用 命令 


[g,G] = surfezr('nttp://www.XXX.ZZZ' ,TDn) 


可 以 从 一 个 指定 的 URL 开始 在 互联 网 上 “冲浪 ”, 直到 访问 了 n 个 网 页 为 止 。 如 果 运 行 成 功 
的 话 , 它 返 回 一 个 存储 URL 的 x1 单元 数组 ,以 及 一 个 2xz 的 稀 琉 连接 抢 阵 。 此 命令 使 
用 MATLAB 6.5 以 上 版 本 中 的 urlread 函数 ,以 及 其 他 的 内 部 Java 工具 来 访问 互联 网 。 让 
函数 自动 地 在 互联 网 上 * 冲 浪 ” 是 件 危 险 的 事 , 因此 在 使 用 此 命令 时 应 加 以 注意 。 有 一 些 
URL 可 能 存在 输入 错误 和 非法 字符 ， 有 一 个 URL 列表 可 避免 访问 .gif 文件 和 会 造成 问题 
的 已 知 网 站 。 最 重要 的 一 点 是 ， 当 试图 从 一 个 有 响应 的 网 站 读 取 一 页 , 却 一 直 不 能 完全 读 下 
来 时 ，surfer 函数 就 会 陷 人 “泥潭 "”。 当 出 现 这 种 情况 时 ,可 能 需要 使 用 计算 机 操作 系统 的 功 
能 强行 退出 MATLAB 程序 。 注 意 上 面 说 的 这 些 , 就 可 以 开始 用 surfer 生成 自己 的 例子 来 计 
算 PageRank 了 。 

命令 

[U,G] = surfer('http://www.harvard.edu' ,500) 


访问 哈佛 大 学 的 网 页 , 并 生成 一 个 500 x 500 的 测试 实例 。2003 年 8 月 运行 此 命令 生成 的 网 
络 连 接 关 系 图 , 可 从 NCM 目录 中 得 到 , 输入 命令 

1oadq harvarQGQ500 

Spy (G) 
生成 图 2-4, 它 显示 了 连接 和 抢 阵 中 非 零 元 素 分 布 的 情况 。 命 令 

pagerank (U,G) 





0 100 200 300 400 500 
nZ=2636 ， 


2-4 用 spy 命令 输出 的 harvard500 图 
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Page Rank 





0 350 100 150 200 250 300 350 400 450 5300 


图 2-$ harvard500 图 的 PageRank 


计算 网 页 的 PageRank 值 ， 输 出 一 个 柱状 图 (图 2-3) 表 示 大 小 ， 同 时 按 PageRank 的 次 序 打印 
出 排 在 前 面 的 网 页 的 URL。 
对 于 harvard500 的 数据 ,， 排 在 前 12 位 的 网 页 为 


pagerank 工 忆 out ”ur1 
1 0.0823 195 26 http :/ /www.harvard.edu 
10 0.0161 21 18 http://www.hbs .edu 
42 0.0161 42 0 http://seazrch.harvard.edu:8765/ 
custom/gquery .html] 


130 0.0160 24 12 http://www.medq.harvard.edau 
18 ”0.0135 45 46 ”http://www.gse.harvard.edu 
15 0.0129 16 49 http://www.hms .harvard.edu 
9 0.0112 21 27 http://www.ksg.harvard.edu 
17 ”0.0109 13 6 httpb ://www.hsph.harvard.edu 
46 0.0097 18 21 http://www.gocrimeon.com 
13 0.0084 9 1 http://www.hsdm.med.harvard.edu 
260 0.0083 26 工 http://search.harvard.edqu:8765/ 


Guery .html] 
19 0.0081 23 21 http://www.radcliftfe.edu 


网 络 “ 冲 浪 ” 的 起 点 URL，www.harvard.edu， 的 值 远 高 于 其 他 的 。 就 像 大 多 数 大 学 一 样 ， 哈 
佛 大 学 包括 各 种 学 院 和 研究 所 ， 比 如 Kennedy 政府 管理 学 院 、 哈 佛 医学 院 、 哈 佛 商 学 院 和 
Radcliffe 研究 所 等 。 可 以 看 出 , 这 些 学 院 的 主页 有 较 高 的 PageRank。 如 果 取 不 同 的 起 始 
URL， 比 如 由 Google 自身 生成 的 , 则 这 些 网 页 的 PageRank 值 会 有 所 不 同 。 


2.12 更 多 阅读 资料 


关于 和 矩阵 计算 ,可 以 参考 的 书 有 Demmel 的 [18]、Golub 和 Van Loan 的 [25] 、Stewart 的 
[5$，56]， 以 及 Trefethen 和 Bau 的 [S7]。 关 于 Fortran 语言 矩阵 计算 软件 比较 权威 的 参考 是 
LAPACK 用 户 手册 和 网 站 [2]; 在 文献 [24] 中 对 MATLAB 稀 朴 矩阵 的 数据 结构 和 有 关 操 作 
进行 了 描述 。 关 于 PageRank 的 网 络 信息 有 ，, 在 Google 网 上 的 一 个 简单 介绍 [26]、Page、Brin 
和 他 们 的 同事 写 的 一 个 技术 报告 [147] ， 以 及 John Tomlin 和 其 他 人 写 的 一 篇 论文 [3]。 
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习题 
2.1 


2.2 


2.3 


艾 丽 丝 买 了 三 个 苹果 、 一 打 香 花 和 一 个 哈密 瓜 , 共 花 了 2.36 元 钱 ; 鲍 勃 买 了 一 打 苹 果 
和 两 个 哈密 瓜 , 花 了 $.26 元 钱 ; 卡 罗 尔 买 了 两 个 香蕉 和 三 个 了 哈密瓜， 花 了 2.77 元 钱 。 
请 问 每 种 水 果 的 单价 是 多 少 ? (可 以 使 用 MATLAB 格式 fcermat bank) 

在 MATLAB 中 , 计算 一 个 和 抢 阵 的 缩减 行 梯形 格式 (reduced row echelon form) 的 函数 是 
什么 ? 哪个 函数 生成 幻 方 矩 阵 ? 一 个 六 阶 幻 方 矩 阵 的 缩减 行 梯形 格式 是 怎样 的 ? 

图 2-6 画 了 一 个 平面 构架 结构 , 其 中 有 13 根 杆 ( 带 编号 的 线 ) 连 接着 8 个 结 点 ( 带 编 号 的 
圆圈 )。 在 结 点 2、5 和 6 上 加 以 指定 的 负载 (单位 为 吨 ), 求 出 在 每 根 杆 上 合力 的 大 小 。 





图 2-6 ”一 个 平面 构架 结构 


整个 结构 要 保持 静态 平衡 , 则 在 任何 一 个 结 点 的 水 平方 向 和 竖 直 方向 都 应 该 没有 力 。 
也 就 是 说 , 我 们 可 以 通过 让 每 个 结 点 上 向 左边 的 力 等 于 向 右边 的 力 、 向 上 的 力 等 于 向 下 
的 力 , 来 确定 每 根 杆 上 的 力 。 对 于 8 个 结 点 ,这 将 列 出 16 个 方程 ,多 于 所 需要 确定 的 
13 个 未 知 量 。 要 使 这 个 平面 构架 静态 稳定 ,也 就 是 只 有 唯一 解 , 我 们 假定 结 点 1 在 水 
平和 竖 直 方向 均 固 定 ， 而 结 点 8 在 垂直 方向 加 以 固定 。 定 义 参 数 =1W2, 并 将 杆 上 的 
力 分 解 成 水 平和 坚 直 两 个 方向 的 分 力 , 我 们 可 以 得 到 下 面 关于 杆 上 的 力 廊 的 一 个 线性 
方程 组 : 
结 点 2: 户 = 大 
户 =10 
结 点 3: ai= 户 +as 
ai+P+ar=0 
结 点 4: 请 = 庆 
亡 =0 
结 点 5$: af+ 6=apr+jo 
afs+ 亡 +ap=15 
结 点 6: Pio= 3 
Ji1=20 
结 点 7: A+a 方 =aa 
afo+ Pi+ahpa2=0 
结 点 8: As+ aaz=0 
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求解 这 个 线性 方程 组 ,以 求 出 杆 上 的 力 构成 的 向 量 扩 
2.4 图 2-7 是 一 个 小 的 电 嚼 网 络 的 电路 图 。 

其 中 有 $ 个 结 点 、8 个 电阻 和 1 个 直流 电压 源 。 

我 们 希望 计算 结 点 之 间 的 电压 降 ,， 以 及 每 个 回 

路 的 电流 大 小 。 

有 多 种 线性 方程 组 可 以 描述 这 个 电路 结构 。 

令 办 ,=1, …， 4, 表示 前 4 个 结 点 于 第 5 个 

结 点 间 的 电压 差 , 并 令 后 &=1，…，4 分 别 

表示 图 中 每 个 回路 顺 时 针 方 向 的 电流 大 小 。 

欧姆 定律 指出 ,一 个 电阻 两 端的 电压 降 等 于 电 : 
阻 值 乘 以 电流 。 例 如 ,对 结 点 1、2 之 间 的 支 图 2.7 一 个 电阻 网 络 
路 有 | 








2 一 2 三 ri2(22 一 厂 ) 
使 用 电阻 的 倒数 ， 即 电导 (conductance)gu =1/ 辣 ， 欧 姆 定律 可 重 写 为 
2 一 =Si2(ol 一 z2) 
电压 源 包 含 在 下 面 的 方程 中 
3 一 业 s 王 73514 


基 尔 霍 夫 电 压 定 律 (Kirchhoff 's voltage law) 指 出 ,， 沿 每 个 回路 的 电压 降 之 和 为 零 。 例 


如 , 对 于 回路 1， 
(vi 一 z4)+(o4 一 as)+(o 一 oo2)+(z 一 co)=0 
结合 欧姆 定律 和 该 回路 电压 定律 , 可 得 到 关于 电流 的 回路 方程 : 
有 rz= 六 
其 中 ; 是 电流 向 量 ， 
2 
.| 纪 
?一 。 
13 
24 
6 是 源 电压 向 量 ， 
0 
_|0 
9 
Vs 
而 尺 是 电阻 矩阵 ， 
725 十 广 12 十 六 14 十 745 一 72 一 714 一 745 
一 六 12 1723 十 ji2 十 713 一 7 0 
一 六 4 一 713 六 14 十 六 13 十 734 一 734 
一 745 0 一 734 735 十 745 十 734 


基 尔 堆 夫 电流 定律 (Kirchhoff 's current law) 指 出 , 在 每 个 结 点 上 的 电流 之 和 为 零 ， 例 
如 , 对 结 点 1， 





线性 方程 组 71 





2.5 


( 一 2)+(i2 一 2)+(2 一 站 )=0 


结合 该 电流 定律 和 欧姆 定律 的 电导 形式 ， 可 得 到 关于 电压 的 结 点 方程 ; 


Cm 一 C 
其 中 是 电压 向 量 ， 
妈 1 
了 2 
岂 一 
V3 
也 4 
c 是 源 电流 向 量 ， 
0 
_ | 0 
加 35 Vs 
0 
而 G 是 电导 和 抑 阵 ， 
S12 十 813 十 有 14 一 S12 一 &13 一 814 
一 &12 Si 二 Sg23 士 g25 一 823 0 
一 有 13 一 8&23 S13 十 823 十 B34 十 835 一 S34 
一 SI14 0 一 BE34 SI14 十 B34 十 g45 


我 们 可 以 求解 从 回路 方程 得 到 的 线性 方程 组 ,以 得 到 电流 ,然后 使 用 欧姆 定律 求 出 电 
压 。 或 者 求解 由 结 点 方程 形成 的 线性 方程 组 ,得 到 电压 , 然后 再 用 欧姆 定律 求 出 电流 。 
下 面 需要 做 的 工作 就 是 , 验证 这 两 种 方法 对 本 题 的 电路 , 可 得 到 完全 相同 的 结果 , 图 中 
电阻 和 电压 源 的 值 ,由 你 自己 来 设 定 。 
Cholesky 算法 对 一 类 重要 的 矩阵 ， 即 正定 (positive definite) 和 矩阵 进行 分 解 。Andre-Louis 
Choiesky(1875 - 1918) 是 一 位 法 国 军 官 , 他 在 第 一 次 进 界 大 战 之 前 , 参加 了 在 克 里 特 岛 
和 北非 的 大 地 测量 和 调查 。 为 了 求解 大 地 测量 中 出 现 的 最 小 二 乘 数 据 拟 合 问题 的 法 方 
程 , 他 提出 了 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 方法 。 在 他 死 后 的 1924 年 , 一 位 叫 Benoit 的 军官 
以 Cholesky 的 名 义 在 Bulietin Geodesioue ( 测 地 学 快报 ) 上 发 表 了 这 项 工作 。 
一 个 实数 对 称 和 矩阵 A = 4 是 正定 的 等 价 于 下 面 任何 一 条 : 
。 二 次 型 (quadratic form) 
ZIAz 
对 任意 非 零 向 量 z 均 为 正 数 

*。 和 矩阵 A 的 各 阶 主 子 式 均 大 于 零 
。 所 有 的 特征 值 (eigenvalue)iM(A) 均 大 于 零 
。 存在 实数 矩阵 尺 , 使 得 

A=RIR 
要 检查 一 个 矩阵 是 否 正 定 ， 直接 使 用 上 述 条 件 都 比较 困难 或 者 计算 代价 很 大 。 在 
MATLAB 中 , 检验 正定 性 最 好 的 方法 是 使 用 chol 函数 。 可 参阅 有 关 帮 助 


helP chel 
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2.6 


2.7 


《a) 下 面 哪些 类 和 托 阵 是 正定 的 ? 


magic (mn) 
hilb (ny) 
Pascal (n) 
eye ( 联 ,) 
zandn (nn) 
randqn (nn); 有 = R xx R 
-Tandn(nn)，A=- R + R 
randn (nn); I= eye 人 nn)); 有 A= R + R + nxI 


久 风 见 史 HH 中 电 忌 
和 有 人 


(b) 如 果 尺 是 个 上 三 角 拖 阵 , 那么 将 方程 A= 尺 IR 按照 对 应 矩阵 元 素 相 等 列 等 式 得 到 


-也 7 记 7 革 ， 开 <7 
按 不 同 的 顺序 利用 这 些 方程 ， 可 以 得 到 半 算 短 了 及 的 Cholesky 算法 的 不 同 变形 , 请 给 
出 其 中 一 个 算法 。 
本 题 给 出 一 个 例子 , 说明 条 件数 很 差 的 矩阵 ， 并 不 一 一 定 叶 致 育 斯 消 元 法 中 出 现 小 的 主 
元 。 扼 阵 A 为 xz7 的 上 三 角 抢 阵 ， 其 元 素 为 


一 1,z<7 
Ci 一 1,z=7 
0 > 


在 MATLAB 中 , 使 用 eye, ones，triu 等 命令 生成 这 个 矩阵 。 
试 证 明 
Ki(A)=722 -1 

当 ”多 大 时 xl1(A) 将 超过 1/eps? 

这 个 矩阵 不 是 奇异 的 , 因此 除非 z 为 零 , 4z 将 不 等 于 零 向 量 。 但 是 , 当 向 量 z 取 
某 些 值 时 ，| 4z 1 会 比 | z 站 小 得 多 , 请 举 出 一 个 这 样 的 =。 
由 于 矩阵 4 已 经 是 上 三 角 和 抢 阵 , 采用 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 将 不 做 任何 操作 , 那么 
消 元 过 程 中 的 主 元 是 什么 ? 
使 用 lugui 命令 设计 一 个 选 主 元 的 策略 ， 以 产生 比 部 分 选 主 元 还 要 小 的 主 元 (虽然 这 些 
主 元 并 不 完全 反映 出 大 的 条 件数 )。 
和 矩阵 分 解 

工 U = PA 
可 用 于 计算 A 的 行列 式 。 根 据 上 述 公式 , 我 们 有 
det( 工 )det(U)=dep(P)det(A) 
由 于 工 为 对 角 线 元 素 全 为 1 的 下 三 角 抢 阵 , 则 det(L) = 1; 由 于 U 为 上 三 角 和 矩阵 ， 
det(U) = xx22… ui 因为 了 为 排列 矩阵 ， 所 以 如 果 行 交换 次 数 为 偶数 的 话 ， 
det(P) = +1, 否则 为 -1。 因 此 
det(A)= 土 XI12U22… 2 

请 修改 lutx 函数 , 使 其 返回 四 项 输出 。 
function [LU,P,sig] = 1Lutx (有 ) 
gsLU Tiangular factorization 
$ [D,U,P,sig] = LIutx (和 A) computes a unit 1ower triangulaz 
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2.8 


2.9 


2.10 


2.11 


matrix 工 ，an Upper triangular matrix U，a Permutation 
$ Vector D，andq a scalar Sig，So that LxU = A(P,，:) and 
% Sig=+lor -1 ifDpbis an even or odq permutation. 


写 一 个 函数 mydet(&R), 调用 修改 后 的 lutx 来 计算 手 阵 A 的 行列 式 。 在 MATLAB 中 ， 
乘积 wiix2z…zxmw 可 通过 表达 式 .prod(diag(U)? 计 算 。 
修改 lutx 函数 ,以 使 用 显 式 的 for 循环 来 代 蔡 MATLAB 的 向 量 运 算 。 例 如 , 一 段 修 
改 后 的 程序 , 可 以 是 这 样 的 : 
#$ Compute the multip1liers 
for 二 = Kk+1:Dn 

及 (IIK) = 有 (IIKk)/RAGKK) 
enaQ 
比较 修改 后 的 lutx 函数 、 原 始 的 lutx 函数 、 以 及 内 部 lu 函数 的 执行 时 间 ， 找 一 个 大 
规模 的 手 阵 , 使 这 三 个 程序 的 运算 时 间 大 约 达到 10 秒 。 


令 














9 

(a) 证 明 线性 代数 方程 组 Az = 5 有 无 穷 多 的 解 ,并 给 出 可 能 的 解 的 集合 。 

(b) 假设 用 精确 的 算术 运算 和 高 斯 消 元 法 来 求解 Az = 8。 由 于 这 个 疝 题 有 无 穷 多 的 
解 ， 高 斯 消 元 法 不 会 算出 一 个 具体 解 , 那么 会 发 生 什么 情况 ? 

(ce) 在 实际 使 用 浮 点 算术 体系 的 计算 机 上 , 用 bslashtx 命令 来 求解 4z = 9， 得 到 什么 
结果 ? 为 什么 ?从 什么 意义 看 , 这 是 一 个 “好 "的 解 ? 从 什么 意义 看 这 是 一 个 “ 坏 ” 
的 解 ? 

(d) 请 解释 为 什么 采用 内 部 反 斜 线 运算 符 x=RA\b, 会 计算 出 一 个 和 x=bslashtx(R,b) 
不 同 的 解 。 

本 书 2.4 节 给 出 了 求解 三 角形 线性 方程 组 的 两 个 算法 。 一 个 是 从 右 端 向 量 中 逐次 减 去 
三 角形 矩阵 的 列 向 量 , 另 一 个 是 计算 三 角形 矩阵 行 向 量 和 当前 解 向 量 的 内 积 。 
(a) bslashtx 函数 使 用 这 两 个 算法 中 的 哪个 ? 
(b) 采用 这 两 个 算法 中 的 另 一 个 , 编写 与 bslashtx 功能 相同 的 函数 bslashtx2。 
矩阵 A 的 首 可 以 定义 为 , 列 向 量 六 满足 下 述 方程 的 抢 阵 XXX。 
4zi=ei 
其 中 e 为 单位 矩阵 的 第 7 列 。 
(a) 以 函数 bslashtx 为 基础 ， 编 写 一 个 MATLAEB 函数 


X = myinv(R) 


用 于 计算 揪 阵 & 的 着。 要 求 这 个 函数 仅 调 用 lutx 一 次 , 且 不 使 用 MATLAB 的 内 
部 反 斜 线 运算 符 或 inv 郴 数 。 

(b) 构造 一 些 测试 矩阵 ， 比 较 自 己 编写 的 函数 命令 inv(a) 的 计算 结果 。 

如 果 调 用 MATLAB 内 部 函数 lu 时 仅 指定 两 个 输出 参数 


ti,U] = lu(RA) 
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2.14 


2.15 


2.17 


选 主 元 高 斯 消 元 中 的 矩阵 行 交 换 将 在 输出 玫 阵 中 体现 。lu 的 帮助 (help) 信 息 将 工 
解释 为 “心理 上 的 下 三 角 (psychologicall1y lower triangular)” 和 矩阵 。 修 改 Lutx 函 
数 , 使 它 具 备 相 同 的 功能 , 可 以 使 用 


守 E mnargout == 


来 检测 输出 参数 的 数目 。 

(a) 下 面 的 程序 

M = magic (8) 

Lugui (M) 

为 什么 是 个 有 趣 的 例子 ? 

(b) 函数 lugui(M) 与 rank(M) 有 何 关 系 ? 

(c) 是 否 可 能 选择 一 个 主 元 序列 , 使 得 在 lugui(M) 执 行 过 程 中 不 出 现 伟人 误差 ? 
完全 选 主 元 策略 是 lugui 程序 的 一 个 选项 , 它 相 比 部 分 选 主 元 在 数值 上 稍 许 有 一 些 优 
势 。 采 用 完全 选 主 元 策略 , 在 消去 过 程 中 的 每 一 步 ， 须 从 整个 未 消去 的 子 矩 阵 中 选择 
一 个 数值 最 大 的 元 素 为 主 元 。 这 要 求 既 进行 行 交换 又 进行 列 交换 , 若 p 和 q 为 对 应 的 
排列 向 量 ， 则 

LU = 有 AP,G) 


请 修改 lutx 函数 和 bslashtx 函数 , 使 得 它们 采用 完全 选 主 元 策略 。 

NCM 目录 下 的 函数 golub, 以 斯 坦 福 大 学 Gene Goiub 教授 命名 , 这 个 函数 随机 生成 一 

些 元 素 为 整数 的 测试 矩阵 。 这 些 矩 阵 的 条 件数 非常 大 , 但 采用 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 

法 , 不 会 产生 小 的 主 元 。 

(a) 随 着 阶 数 n 的 增 大 ，condest(golub(n)) 如 何 变化 ? 由 于 这 些 是 随机 生成 的 矩阵 ， 
不 可 能 精确 地 回答 这 个 问题 , 但 可 以 尽量 给 出 一 些 定性 的 回答 。 

(b) 运行 lugui(golub(n))， 并 采用 选 对 角 线 主 元 策略 ,可 观察 到 怎样 的 非典 型 现象 ? 

(c) det(golub(n) ) 的 计算 结果 是 多 少 ? 为 什么 ? 

函数 pascal 基于 Pascal 三 角形 生成 一 些 对称 的 测试 矩阵 。 

(a) pascal(n+1) 的 元 素 与 由 nchoosek(n,k) 生 成 的 二 项 式 系数 有 何 联系 ? 

(b) chol(pascal(n) ) 的 结果 和 pascal(n) 有 何 联系 ? 

(c) 随 着 阶 数 n 的 增 大 ,condest(pascal(n)) 如 何 变化 ? 

(d) det(pascal(n) ) 的 结果 是 多 少 ? 为 什么 ? 

(e) 令 9 为 由 程序 


Q = pascal () ; 
Qtn,n) = Qtn,n) - 1; 


生成 的 矩阵 , 那么 chol(9) 的 结果 和 chol(pascal(n) ) 有 何 习 系 ? 
(f) det(8@) 的 结果 是 多 少 ? 为 什么 ? 
执行 命令 pivotgolft， 可 以 开始 “Pivet Pickin”Golf” ( 选 主 元 高 尔 夫 ) 游 戏 。 它 的 目的 
是 , 使 用 lugui 计算 九 个 矩阵 的 LU 分 解 , 并 有 尽 可 能 小 的 伟人 误差 。 每 个 “ 洞 "的 分 
数 为 
1 Re+lLell+lloesl。 
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2.19 


2.21 


2.22 


其 中 R=LU- PAQ , 是 剩余 矩阵 ，| Le < 和 | Us。 则 与 上 和 CU 中 本 该 为 零 但 计 
算 值 不 为 零 的 部 分 有 关 。 
(a) 对 任 一 个 “球道 "(course) ， 你 能 超过 由 部 分 选 主 元 策略 所 打出 的 分 数 吗 ? 
(b) 对 任 一 个 “球道 ”, 你 能 取得 一 个 完美 的 零 分 吗 ? 
本 题 的 目的 , 是 研究 随机 生成 的 矩阵 的 条 件数 ,如何 随 阶 数 变化 。 令 RR, 表示 元 素 正 
态 分 布 的 随机 ”xx ” 矩阵, 可 以 根据 实验 观察 出 , 存在 某 个 指数 娟 使 得 
KI( 尺 )=OGCz2) 
换 句 话说 , 存在 常数 ci 和 cz, 使 得 eai(R,) 的 大 多 数值 满足 
cap<SKI( 尺 ,) 妇 cz7?2 

你 的 工作 就 是 找 出 常数 、cl 和 cz。 

NCM 中 的 M 文件 randncond.m 可 作为 本 题 实 验 的 基础 , 这 个 程序 生成 元 素 正 态 
分 布 的 随机 矩阵， 并 在 对 数 尺 度 坐 标 系 中 , 画 出 矩阵 的 1 条 件数 与 其 阶 数 的 关系 图 。 
这 个 程序 也 会 在 上 述 坐 标 系 中 画 两 条 直线 围 住 大 多 数 的 数据 点 (在 对 数 尺度 坐标 下 ， 
指数 函数 k= crz2 的 图 像 为 直线 )。 
(a) 修改 randncond.m, 使 得 两 条 直线 有 相同 的 斜率 ,同时 也 围 住 大 多 数 的 数据 点 。 
(b) 基于 这 个 实验 , 对 于 公式 k(R,) = O(a) 中 的 指数 户 ， 你 估计 值 是 多 少 ? 有 多 少 

把 握 ? 
(c) 在 程序 中 使 用 了 (erasemode  ，none' ) ,因此 不 能 打印 出 结果 。 应 该 如 何 进行 修改 

使 得 可 以 进行 打印 ? 
用 三 种 方法 , 求解 下 面 这 个 ”= 100 的 三 对 角 线 性 方程 组 : 

22z1 一 2 一 | 
-i-1I+27 一 rm 一 
一 .1 十 27 一 天 

(a) 用 三 次 diag 命令 , 形成 系数 矩阵 , 然后 使 用 函数 lutx 和 bslashtx, 来 求解 这 个 线 

性 方程 组 。 
(b) 用 一 次 spdiags 命令 , 形成 这 个 系数 矩阵 的 稀 朴 矩阵 表示 ,然后 使 用 反 斜 线 运 算 

符 , 求解 这 个 线性 方程 组 。 
(c) 用 命令 tridisolve, 求解 这 个 线性 方程 组 。 
(d) 用 命令 condest, 估计 系数 矩阵 的 条 件数 。 
对 你 选择 的 互联 网 的 子 集 , 使 用 命令 surfer 和 pagerank, 计算 其 中 网 页 的 PageRank， 
是 否 在 结果 中 发 现 了 一 些 有 趣 的 结构 ? 


假设 0 为 URL 单元 数组 ，G 是 由 surfer 程序 生成 的 网 页 连接 抢 阵 , k 为 一 个 整数 , 请 
解释 

Ufkj，U(k) ，G(k ,DG(:k)，U(G(k,:))，U(G(:,k)) 

的 含义 。 


在 harvard500 数据 集 对 应 的 网 页 连接 矩阵 中 ,有 4 个 小 的 ,， 元素 几乎 全 非 零 的 子 托 
阵 , 它们 在 spy 命令 结果 中 为 靠近 矩阵 对 角 线 的 4 个 黑 块 。 可 以 使 用 窗口 界面 中 的 放 
大 按钮 找到 它们 的 行列 位 置 。 第 一 个 子 抢 阵 的 阶 数 大 约 为 170,， 而 其 他 三 个 的 阶 数 大 
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2.23 


2.24 


2.23 


2.26 
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约 是 200 和 300。 从 数学 上 来 说 , 一 个 图 中 若 每 个 结 点 都 相互 连接 , 则 这 个 图 称 为 团 

(clique)。 请 从 Harvard 大 学 有 关机 构 中 找 出 对 应 上 述 近 似 为 团 的 组 织 。 

如 果 通 过 一 次 点 击 链接 , 可 以 从 网 页 7 到 达 网 页 ;, 那么 对 应 地 在 网 页 连接 和 矩阵 G 中 

就 有 r=1。 假 设 用 G 玫 阵 乘 以 自身 , 则 和 矩阵 C? 的 元 素 显 示 出 , 从 网 页 ) 到 网 页 ; 的 

链接 次 数 为 2 的 不 同 浏 览 路 径 的 数目 。 更 进一步 , 和 抢 阵 的 寡 G2 表示 链接 次 数 为 户 的 

浏览 路 径 数目 。 

(a) 对 于 harvard500 数据 集 , 求 G# 矩阵 中 的 非 零 元 数目 停止 增加 时 对 应 的 户 值 。 换 
名 话说 , 对 任意 大 于 p 的 q 值 , nnz(G-q) 等 于 nnz(GP)。 

(b) G2 扎 阵 中 的 哪些 元 素 是 非 零 的 ? 

(c) 使 用 subplot 和 spy 命令 显示 G 抢 阵 各 次 寡 中 非 零 元 的 分 布 情 况 。 

(d) 是 否 存在 一 些 相互 链接 的 网 页 ， 它 们 中 没有 指向 其 他 网 页 的 链接 。 

在 函数 surfer 中 使 用 了 一 个 子 函数 hashfun, 来 加 速 在 已 经 处 理 过 的 URL 列表 中 寻 

找 下 一 个 URL。 请 在 MathWeorks 公司 主页 http: /rrw.mathworks.com 上 找 出 两 个 不 

同 的 URL, 它们 有 相同 的 hashfun 值 。 

2-8 为 另 一 个 含 六 结 点 的 微型 互连网 的 示意 图 。 

在 这 个 例子 中 ,有 两 个 分 离 的 子 图 。 

(a) 请 给 出 这 个 例子 的 网 页 连接 抢 阵 G。 

(b) 如 果 超 链接 转移 概论 如 为 默认 的 0.85, 这 些 网 
页 的 PageRank 各 是 多 少 ? 

(c) 对 于 这 个 例子 , 在 设置 2 一 0 的 极限 情况 下 , 按 
PageRank 的 定义 和 用 pagerank 程序 计算 分 别 
会 给 出 什么 结果 ? 

程序 pagerank(U,G),， 通过 求解 稀 朴 线性 方程 组 来 

计算 PageRank, 然后 它 会 画 出 一 个 柱状 图 , 并 打印 am do 

出 高 PageRank 值 的 URL 列表 。 

(a) 将 pagerank 程序 修改 为 pagerank1(G) ,使 得 它 图 2-8 另 一 个 微型 互联 网 
仅仅 计算 PageRank 而 不 进行 绘图 和 打印 输出 。 

(b) 修改 程序 pagerankl 为 pagerank2(G), 使 用 逆 迁 代 方 法 ,替换 求解 稀 朴 线性 方程 
组 的 操作 。 其 中 关键 的 语句 为 
XxX= (TI - RNve 
X = X/Ssum(X) 

如 果 在 用 反 斜 线 运 算 符 时 , 出现 了 除 以 零 这 种 看 似 不 太 可 能 的 事情 , 应 该 怎么 办 ? 

(c) 修改 程序 pagerankl 为 pagerank3(G)， 使 用 寡 方 法 ， 替 换 求 解 稀 朴 线性 方程 组 的 
操作 。 其 中 关键 的 语句 为 


while termination test 
X = 及 *X; 
enQ 
为 终止 医 和 迭代, 应 进行 怎样 的 检测 比较 合适 ? 
《d) 用 这 几 个 程序 , 计算 本 章 正 文中 六 结 点 例子 的 PageRank， 确 保 这 三 个 程序 都 算出 
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相同 的 结果 。 
2.27 下 面 是 另 一 个 计算 PageRank 的 程序 。 这 个 版 本 采用 寡 方 法 , 但 不 需 任 何 的 矩阵 运算 ， 
它 也 只 涉及 连接 竹 阵 的 链接 结构 。 


function [fx,cntl = Pa3yerankpow (G) 
外 PAGERRANKPOW PageRank by Powet methoa . 
x = Dagetrankpow(G) is the PageRank of the graph G. 
[xcnt] = Pagerankpow1(G) 
counts the hnurber of iterations . 


oo oo oo 


委 LinK Structure 


tn,nl = Sizel(G) ; 
fEor ]j = 1 工 :了 
1 全 }) = find(G(:,j)) 
cl(j) = length(Lf]); 
enQ 


多 Power method 


delta = (1-P)/n; 
X = ones(ny,TL) /mn; 
Z = Zeros(n,1I); 
cnt = 0); 
While max(abps(x-z)) > .0001 
Z = X) 
X = Zekro8 (ny,，1); 
for j = 1 工 :0 
if c(j) == 
XxX=x+ zl)/ni; 91 
elLSe 
xl(Lftj)) = x(L)) + z(j)/ce(j)， 
enaQ 
enaQ 
X = 上 DrX + Qelta; 
cnt = CnL+IL; 
enda 


(a) 与 习题 2.26 中 的 三 个 pagerank 项 数 相 比 , 这 个 函数 的 内 存 需求 和 运行 时 间 如 何 ? 
(b) 以 这 个 函数 为 模版 , 用 其 他 的 编程 语言 写 一 个 计算 PageRank 的 程序 。 





第 3 章 插 值 


插值 就 是 定义 一 个 在 特定 点 取 给 定 值 的 函数 的 过 程 。 本 章 的 重点 是 介绍 两 个 紧密 相关 的 
插值 函数 : 分 段 三 次 样 条 函数 和 保 形 分 段 三 次 插值 函数 ( 称 为 “pchip”)。 


3.1 插值 多 项 式 


人 们 都 知道 两 点 确定 一 条 直线 ,或 者 更 准确 地 说 , 平面 上 的 任意 两 点 (zl，) 和 (zz，y)， 
只 要 zi 天 zz， 就 唯一 确定 一 个 关于 z 的 一 次 多 项 式 ， 其 图 形 经 过 这 两 个 点 。 对 于 这 个 多 项 
式 , 有 多 种 不 同 的 公式 表示 , 但 它们 都 对 应 同一 个 直线 图 形 。 

把 上 述 讨论 推广 到 多 于 两 个 点 的 情况 。 则 对 于 平面 上 有 着 不 同 立 值 的 个 点 ，( 妆 ,次 )， 
&=1, …，72， 存 在 唯一 一 个 关于 z 的 次 数 小 于 ” 的 多 项 式 , 使 其 图 形 经 过 这 些 点 。 很 容易 看 
出 ,数据 点 的 数目 ”也 是 多 项 式 系数 的 个 数 。 尽 管 , 一 些 首 项 的 系数 可 能 是 零 , 但 多 项 式 的 
次 数 实 际 上 也 小 于 盖 - 1。 同 样 , 这 个 多 项 式 可 能 有 不 同 的 公式 表达 形式 , 但 它们 都 定义 着 同 
一 个 图 数 。 

这 样 的 多 项 式 称 为 播 值 (interpolating) 多项式， 它 可 以 准确 地 重新 计算 出 初始 给 定 的 
数据 : 

PCzb) 三 次 ,天 二 1， 
后 面 , 我 们 会 考察 另外 一 些 较 低 次 的 多 项 式 , 这 些 多 项 式 只 能 接近 给 定 的 数据 ,因此 它们 不 
是 捅 值 多 项 式 。 

表示 插值 多 项 式 的 最 紧凑 的 方式 是 拉 格 朗 日 (Lagrange) 形 式 
之 一 vi 
P(z) = 习 (T 一 

在 这 个 公式 中 , 对 ”项 进行 求 和 , 而 每 个 连 乘 符号 中 含有 2 -1 项 , 因此 它 定 义 的 多 项 式 , 最 
高 次 数 为 -1。 当 = 交 时 计算 P(z), 除了 第 & 项 外 , 其 他 的 乘积 都 为 零 , 同时 , 这 第 
项 乘积 正好 为 1， 所 以 求 和 结果 为 交 ， 满足 插值 条 件 。 
例如 , 考虑 下 面 一 组 数据 。 

0:3:; 

[-5 -6 -1 16]:; 


输入 命令 
Qisp([ 式 Y] ) 

其 输出 为 
0 工 2 3 
-5 -~6 - 工 1L6 


这 些 数据 的 拉 格 朗 日 形式 的 多 项 式 揪 值 为 
P(zD)= 全 二 上 人 全 全 二 引 1(-5)+ 2 个 全 二 20( 一 6) 
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+ 一 2 (1)+ 开 下 一人 (16) 


可 以 看 出 上 式 为 四 个 三 次 多 项 式 求 和 , 因此 最 后 结果 的 次 数 最 高 为 三 。 由 于 求 和 后 最 高 次 项 
系数 不 为 零 , 所 以 此 式 就 是 一 个 三 次 多 项 式 。 而 且 , 如 果 将 =0、1、2 或 者 3 代 和 人 上 式 , 其 
中 有 三 项 都 为 零 ,而 第 四 项 计算 结果 正好 符合 给 定 的 数据 。 

一 个 多 项 式 通常 不 用 拉 格 朗 日 形式 表示 ， 它 更 常见 地 写成 类 似 

23 一 2z 一 5 

的 形式 。 其 中 人 简单 的 z 的 次 方 项 称 为 单项 式 (monomial) ， 而 多 项 式 的 这 种 形式 称 为 使 用 暴 形 
式 (power form) 的 多 项 式 。 

插值 多 项 式 使 用 寡 形 式 表示 为 

忆 (z)=cizz 1L+cazm 十 十 cn 十 cn 


其 中 的 系数 ,原则 上 可 以 通过 求解 下 面 的 线性 代数 方程 组 得 到 。 


工 


2 fc 31 

11 ce 
[1 

2 Xi cn Jr 


这 个 线性 代数 方程 组 的 系数 扼 阵 记 为 了 ,也 被 称 为 范 德 尔 莹 (Vandermonde) 和 矩阵 ,该 矩 
阵 的 各 个 元 素 为 
oa 一 
上 述 范 德 尔 蒙 矩阵 的 各 列 ， 有 时 也 按 相反 的 顺序 排列 , 但 在 MATLAB 中 , 多 项 式 系 数 向 量 ， 
通常 按 从 高 次 寡 到 低 次 寡 排 列 。 


MATLAB 中 的 函数 vander 可 生成 范 德 尔 蒙 和 矩阵， 例如 对 于 前 面 的 那 组 数据 ， 


V = vander (XI) 


生成 
人 = 
0 0 0 工 
1 工 工 工 
8 4 2 工 
27 9 3 工 
然后 ,输入 命令 
C = VANAY 
计算 出 插值 系数 。 
避 = 
工 .0000 
0.0000 
-2.0000 
-5.0000 


事实 上 ,这 个 例子 的 数据 就 是 根据 多 项 式 z -2z - 5 生成 的 。 
在 本 章 的 习题 3.6 中 , 要 求证 明 当 捅 值 点 的 位 置 xx 互 不 相同 时 , 范 德 尔 蒙 矩阵 是 非 奇 异 
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的 。 而 在 练习 3.19 中 , 则 请 读者 证 明 范 德尔 蒙 矩 阵 的 条 件数 可 能 非常 差 。 通 过 这 两 个 练习 
我 们 可 以 发 现 , 对 于 一 组 间隔 比较 均匀 、 焉 数值 变化 不 大 的 数据 , 适合 采用 寡 形 式 的 插值 多 
项 式 和 范 德 尔 蒙 矩阵 进行 求解 。 但 对 于 一 般 的 问题 ,这 个 方法 有 时 是 危险 的 。 

在 本 章 中 , 将 介绍 几 个 能 实现 各 种 插值 算法 的 MATLAB 函数 , 它们 都 采用 下 面 的 调用 
格式 

TY 一 27ter 力 (xy Yu) 

前 两 个 输入 参数 , x 和 Y, 是 长 度 相同 的 向 量 ,它们 定义 了 插值 点 。 第 三 个 参数 u， 为 要 计算 
函数 值 的 范围 上 的 点 组 成 的 向 量 。 输 出 向 量 v 和 nu 长度 相 等 ,其 分 量 v(k) = impterp (xz，y, 
u(k))。 

要 介绍 的 第 一 个 这 样 的 插值 函数 是 polyinterp,， 它 基于 拉 格 朗 日 形式 。 程 序 中 使 用 了 
MATLAB 的 数组 操作 ,来 同时 计算 出 多 项 式 在 u 向 量 各 分 量 上 的 值 。 


function v = polyinterP (xy,U) 
英 = 1Length (X) ; 
vV = zeros{(size(u) ) ， 
tor Kk = 1:n 
w = ones(sSizef(u))， 
for j = [1:K-1 K+1 :mn] 


W = (u-x())./(X(K) -Xt)) .*w; 
enQ 
V=Vv+WwWxry(KX):， 
end 
为 了 解释 polyinterp 函数 的 功能 , 先 构造 一 个 间隔 很 密 的 求 值 点 向 量 。 
QU= -.25:.01:3.25:; 
然后 输入 命令 


V = Polyinterp (xyvu) ; 
DPlot (x,y， ouv，'-) 


可 生成 图 3-1。 


-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2. 3 3.5 
图 3-1 polyinterp 








[到 
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函数 polyinterp 也 可 以 处 理 符号 变量 , 例如 , 创建 符号 变量 
Symx = Sym('X') 
然后 用 下 面 的 命令 , 计算 并 显示 插值 多 项 式 的 符号 形式 


P = Polyinterp (x,y,，Symx) 
Pretty(P) 


其 输出 结果 为 


-5 (-1/3Xx+1)(-1/2x+ 1)(-x+ 1) -6 (-1/2X+3/2)(-X+ 2)X 
-1/2 (-X+ 3)(XKX- 1)X+t16/3 (x - 2)(1/2 X - 1/2)x 


这 个 表达 式 是 插值 多 项 式 的 拉 格 朗 目 形式 ,可 以 用 命令 
P = simplify(P) 


将 其 进行 简化 ,从 而 得 到 了 的 过 形 式 


PE = 
X`3-2*X-5S 
下 面 是 另 一 个 例子 , 使 用 的 是 本 章 另 一 种 方法 所 用 的 数据 。 
X= 1:6; 
y= [16 18 21 17 15 12]; 


Qisp([x; Y]) 

U= .75:.05:6.25); 

V = Polyinterp (X, Yu) ; 
pPlot (xy ouv， -1); 


运行 后 的 结果 为 
二 2 3 4 5 6 
1T6 18 21I 17 15 2 
同时 输出 图 3-2。 





1 2 3 4 5 6 
图 3-2 ”完整 次 数 (Full-degree) 的 多 项 式 插值 
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在 这 个 仅 包含 6 个 正常 间距 插值 点 的 例子 里 ,我 们 已 经 可 以 看 出 , 完整 次 数 多 项 式 插 值 
的 主要 问题 了 。 在 数据 点 之 间 , 特别 是 第 一 个 和 第 二 个 点 之 间 ， 函 数值 表现 出 很 大 的 变化 。 
它 超出 了 给 定数 据 值 的 变化 , 因此 , 完整 次 数 多 项 式 插 值 很 少 用 于 实际 的 数据 或 曲线 拟 合 ， 
它 主 要 应 用 于 推导 出 其 他 的 数值 方法 。 


3.2 分 段 线性 插值 


用 上 一 节 的 数据 , 通过 两 步 操作 可 以 绘制 出 一 个 简单 的 图 形 : 第 一 步 用 圆圈 在 坐标 系 中 
标 出 各 数据 点 ,第 二 步 用 直线 段 依 次 连接 这 些 数据 点 。 下 面 的 语句 执行 这 样 的 操作 , 并 生成 
图 3-3。 


式 1:6:; 
[16 138 21 17 15 12] 


Y 
P1lLoOLt (x,y， oo XiY，-) 


诈 才 
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20 


1 2 3 4 5 6 


图 3-3 分 段 线性 插值 


在 生成 图 3-3 所 示 的 图 线 时 ，MATLAB 图 形 处 理 函 数 使 用 了 分 段 线性 (piecewise linear) 
插值 。 这 个 分 段 线性 插值 算法 是 其 他 更 复杂 算法 的 基础 , 它 使 用 了 三 个 量 。 首 先 要 确定 间 丙 
序号 (interval index)& ， 使 得 

2S 工 < 妈 +1 
第 二 个 量 是 局 部 变量 (local variable)s， 其 定义 为 
3 一 了 一 人 
最 后 一 个 量 是 一 次 均 差 (first divided difference) 
人 一 将 :1 一 次 


RE+IL 


定义 了 这 三 个 量 , 则 插值 基 函 数 可 表示 为 


人 +1 一 凑 
了 (zz)= 关 十 ( 工 一 大 ) 有 人 
(4z) 六 4 丰 0) 1 二 


三 次 十 SG 





[ 现 ] 
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显然 , 这 是 通过 点 (z， 兴 ) 和 点 (zs+1， 交 +0) 的 线性 函数 。 

点 zx 有 时 也 被 称 为 断 点 (breakpoint，break)。 由 上 述 基 函 数 构成 的 分 段 线性 插值 基 函 数 
L(z) 是 关于 z 的 连续 函数 , 但 它 的 一 阶 导数 工 (z)， 则 不 连续 。 在 每 个 z 的 子 区 间 上 ，, 导 
数值 为 常数 2 , 但 在 断 点 上 , 它 的 值 发 生 跳 变 。 

用 piecelin.nm 函数 可 实现 分 段 线性 插值 , 输入 的 参数 u, 可 以 是 需要 计算 的 点 构成 的 向 
量 。 在 这 里 , 下 标 z 实际 上 是 一 个 由 序号 组 成 的 向 量 , 请 仔细 阅读 下 面 的 程序 代码 , 并 理解 上 
是 如 果 计 算 的 。 


function v = piecelin(x,y，u) 

$PIECELIN Piecewise linear interpolation. 

$ V = piecelin(x,y,u) finds the Piecewise linear 工 (X) 
$ withDx()) = Yy() and zeturnSs v(k) = LIu(k)) . 





$ First diviaed difference 
delta = Qiff(y)./difft (x) ， 
当 Find subinterval indices XK SO that X(k) <= u < X(k+1) 


卫 length (XxX) ; 
k = ones(size(u)) ; 
for j = 2:n-1 

k(x() <= u) = ]; 
enQ 


多 Bvaluate intezpolant 


U - XI(K): 
Y(k) + 8s.*dqQelta(k) ; 


纺 


3.3 分 段 三 次 埃 米 特 插值 
许多 最 有 效 的 插值 技术 都 基于 分 段 三 次 多 项 式 。 令 捅 为 第 上 段子 区 间 的 长 度 : 


有 一 KAI 一 CR 


那么 一 次 均 差 8% 由 下 面 的 公式 给 出 


KE+L 0 汰 
和 一 
天 导 


令 起 为 插值 基 画 数 在 点 忌 处 的 斜率 , 即 ; 
礁 三 已 (zt) 
对 于 分 段 线性 插值 基 画 数 ， 必 = 8 -1 或 %， 但 对 于 更 高 次 的 插值 函数 不 一 定 成 立 。 
考虑 一 个 定义 在 区 间 m 委 z 委 mx+1 的 函数 , 采用 局 部 变量 *= 工 - zx 并 令 忆 = 乱 ， 它 可 
表示 为 : 
P(z)= 3 2 ， 本 3 


2 __ 2 
玉 一 
十 3 人 5 2 凤 
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这 是 个 关于 *, 也 即 z 的 三 次 多 项 式 。 它 满足 四 个 揪 值 条 件 ,其 中 两 个 是 关于 函数 值 ， 两 个 
是 关于 函数 的 导数 值 : 
己 (zb) 三 类 ,PCzke+DD) 三 从 +1 
P (zi)= 中 ,POCOzri=aaerl 

那些 满足 关于 导数 值 插值 条 件 的 函数 称 为 埃 米 特 (Hermite) 或 密切 (osculatory) 插 值 基 函 数 ， 
因为 这 些 函 数 在 插值 点 上 保持 高 阶 的 连续 性 (在 拉丁 文中 “密切 "一 词 的 本 意 为 “亲吻 ”)。 

如 果 正 好 同时 给 定 了 一 系列 数据 点 上 的 函数 值 和 一 阶 导 数值 , 那么 就 可 以 用 埃 米 特 插 值 
拟 合 这 些 数据 。 但 如 果 没 有 被 给 出 这 些 导 数值 ,那么 需要 用 一 些 办 法 来 限定 斜率 奴 , 我 们 将 
在 下 面 讨 论 两 种 可 能 的 办 法 , 即 MATLAB 中 的 函数 pchip 和 spline。 


3.4 保 形 分 段 三 次 插值 


pchip 实际 是 “分 段 三 次 埃 米 特 插值 多 项 式 ”(piecewise cubic Hermite interpolating polyno- 
mial) 的 英文 首 字 母 缩 写 。 有 意思 的 是 , 根据 这 个 名 字 并 不 能 确定 它 到 底 是 哪 一 种 分 段 三 次 埃 
米 特 插值 多 项 式 ， 因 为 样 条 插值 函数 实际 也 是 分 段 三 次 埃 米 特 插值 多 项 式 ， 只 是 对 斜率 的 限 
制 条 件 不 同 而 已 。 在 这 里 , 我 们 说 的 pchip 实际 上 是 一 个 最 近 才 引 和 人 MATLAB、 保 形 的 
(shape-preserving) 且 “看 上 去 不 错 " 的 特定 插值 函数 。 它 基于 一 个 由 Fritsch 和 Carlson 编写 的 
旧 的 Fortran 程序 , 在 Kahaner、Moler 和 Nash 的 书 [33] 中 可 找到 相关 的 介绍 。 对 于 前 面 的 那 
个 例子 数据 , 图 3-4 显示 了 pchip 插值 出 来 的 结果 。 


22 


! 2 3 4 5 6 
图 3-4 保 形 的 分 段 三 次 埃 米 特 插值 


关键 思想 是 如 何 确定 斜率 改 ,， 使 得 函数 值 不 会 过 度 地 偏离 (至 少 在 局 部 ) 给 定 的 数据 。 
如 果 冯 和 京 -: 的 正 负 号 相反 , 或 者 它们 中 有 一 个 为 零 , 那么 在 zx 处 函数 为 离散 的 极 大 或 极 
小 , 于 是 可 以 令 
中 =0 
关于 它 的 解释 可 见 图 3-S 的 左 半 边 。 图 中 实 线 为 分 段 线性 插值 ， 它 在 中 间断 点 两 侧 的 斜率 符 
号 相反 。 因 此 , 图 中 虚线 斜率 为 零 。 图 中 的 曲线 为 由 两 个 三 次 多 项 式 组 成 的 保 形 插值 函数 ， 
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这 两 个 三 次 多 项 式 在 中 间断 点 处 相 接 , 在 那 一 点 处 ,两 条 曲线 的 导数 都 为 零 。 然 而 , 在 断 点 
处 的 二 阶 导数 值 存在 跳 变 。 
如 果 2 和 六 -1 的 正 负 号 相同 , 并 且 两 个 子 区 间 长 度 相等 , 则 必 令 为 两 侧 两 个 斜率 的 调 


和 平均 数 ， 
芭 = 2 ( 庆 困 


换 句 话说 ,这 种 埃 米 特 插值 函数 , 在 断 点 处 斜率 的 倒数 为 两 侧 分 段 线性 插值 函数 斜率 导数 的 
平均 。 这 种 情况 如 图 3-5 的 右 半 边 所 示 。 在 断 点 处 ,分 段 线性 插值 函数 的 斜率 的 倒数 从 工 变 
到 5, 因此 图 中 虚线 斜率 的 倒数 为 1 和 5 的 平均 值 ,， 即 3。 这 个 保 形 插值 函数 由 两 个 三 次 多 项 
式 组 成 ,它们 在 中 间断 点 处 相 接 , 并 且 在 那 一 点 处 的 导数 都 为 1/3。 同 样 ， 这 个 插值 机 数 在 
中 间断 点 处 的 二 阶 导 数 存 在 跳 变 。 











图 3-5 pchip 的 斜率 


如 果 & 的 和 -的 正 负 号 相同 , 但 两 个 子 区 间 长 度 不 等 , 那么 必 为 加 权 的 调和 平均 , 权 
重 由 两 个 子 区 间 的 长 度 决定 : 
Bo 二 WELL | 2 
人 2-l 
其 中 
1 三 2 大 十 和 -1 2 三 大 十 2-1 
上 面 介 绍 了 函数 pchip 中 是 如 何 确定 中 间断 点 处 的 斜率 ,而 对 于 整个 数据 区 间 的 两 个 端 
点 处 的 斜率 di 和 qd ,需要 用 一 个 稍 许 不 同 的 、 单 方向 分 析 的 方法 加 以 计算 ， 有 关 细 节 请 参 
考 文件 pchiptx.mo 


3.5 三 次 样 条 


另 一 个 分 段 三 次 揪 值 数 是 一 个 三 次 样 条 (cubic spline) 函 数 。“ 样 条 ”这 个 词 源 自 绘图 时 
所 用 的 一 种 仪器 , 它 是 一 个 细 的 、 可 弯曲 的 木 制 或 塑料 工具 ， 固定 于 给 定 的 数据 点 上 ,从 而 
定义 出 一 条 连接 各 点 的 光滑 曲线 。 从 物理 上 讲 , 样 条 满足 插值 点 的 约束 ,同时 使 势能 达到 最 
小 。 与 此 对 应 的 数学 样 条 必须 有 连续 的 二 阶 导数 , 并 满足 同样 的 插值 约束 。 样 条 曲线 上 的 断 
点 也 被 称 为 结 点 (knot)。 

应 用 样 条 的 领域 远 远 不 止 于 我 们 讨论 的 基本 的 一 维 三 次 捅 值 样 条 ,现在 已 有 对 于 多 维 
度 、 高 阶 次 、 变 结 点 和 近似 样 条 的 研究 和 应 用 。 由 Carl de Boor 编写 的 《A Practical Guide to 
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Splines》( 样 条 实用 手册 一 一 译 者 注 )[16], 是 一 本 在 数学 和 软件 两 方面 都 很 有 价值 的 参考 书 ， 
其 实 de Boor 也 是 MATLAB 中 spline 函数 和 样 条 工具 集 程序 的 作者 。 
图 3-6 显示 了 函数 spline 如 何 对 我 们 的 例子 数据 进行 揪 值 。 
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20 


1 2 3 4 5 
3-6 三 次 样 条 插值 


在 我 们 讨论 的 分 段 三 次 插值 中 , 一 个 结 点 六 两 侧 的 一 阶 导 数 P(z)， 由 结 点 忒 两 侧 不 
同 的 公式 所 决定 , 但 它们 在 结 点 处 的 值 均 为 改 , 所 以 P(z) 是 连续 的 。 
在 第 & 个 子 区 间 上 ，, 揪 值 函数 的 二 阶 导 数 为 *=z- 的 线性 函数 : 
(6 -12s)6+(65 一 21)d1+(65 一 4 产 ) 人 
2 


了 PP (>z) = 





如 果 =z, 则 =0 且 
[人 一 2d+1 一 4 





王 《〈z 六 十) 三 环 
这 里 ,“zx+” 中 的 正 号 表示 这 是 单方 向 导数 。 如 果 工 = mrtb 则 = 和 友 且 
PP(zeri-) 一 一 060 二 十 2 克 


在 第 ( 一 1 个 子 区 间 上 ， 已 (z) 由 包含 -1I、 ct 和 必 -1 的 类 似 公式 给 定 。 在 结 点 2 处 ， 
一 0606 _ 1+4d 十 2 友 _1 
大 -1 





忆 ( 刀 一 )= 

要 求 P"(z) 在 工 = 妈 处 连续 意味 着 
P( zi+T)=( 一 ) 
这 可 以 推导 出 方程 
jp -1+2( 庆 -1 各 ) 玫 十 让 -1ds1 一 30 二 生 -105) 
如 果 结 点 是 等 间 臣 的 , 那么 捅 与 & 无 关 ， 即 得 到 
必 -1+4d+Tdrl=368-1+30 

就 像 我 们 讨论 的 其 他 捅 值 基 本 数 一 样 , 样 条 函数 的 斜率 必 也 与 差分 & 紧密 相关 ,更 准确 地 
说 , 样 条 斜率 可 以 看 成 是 差分 8 的 连续 平均 值 。 
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上 面 的 分 析 可 应 用 于 每 个 内 部 结 点 zx, 有 = 2，,…, 郊 一 1， 从 而 得 到 包含 ”个 未 知 数 轧 
的 z 一 2 个 方程 。 类 似 于 pchip 函数 , 在 整个 区 间 的 两 端点 附近 , 必须 使 用 不 同 的 方法 构造 出 
两 个 方程 。 一 种 有 效 的 策略 被 称 为 "rnota-knot”( 非 结 点 一 译 者 注 ) 方 法 ,其 思想 是 在 最 开始 
的 和 最 后 的 两 个 子 区 间 zi<z<zs 和 zz<z<m 上 分 别 使 用 一 个 单独 的 三 次 多 项 式 。 实 际 
上 , 这 相当 于 认为 zs 和 zi 都 不 是 结 点 。 如 果 结 点 位 置 均匀 分 布 , 且 所 有 的 捅 = 1,， 则 可 得 到 
di +2d= 写 8 十 广 5 
以 及 
库 2d + 加 = 二 2 -2 二 六 1 
103| 当 结 点 位 置 不 是 均匀 分 布 时 的 详细 处 理 方法 ,请 见 程序 splinetx.m。 
加 入 在 两 个 端点 处 应 满足 的 条 件 ， 得 到 关于 个 变量 的 ” 个 线性 方程 : 








AZ = 
未 知 斜 率 构成 的 向 量 为 
di 
过 
d=| 
d。 
系数 和 抢 阵 A 为 三 角 和 矩阵 : 
A2 六 2 十 户 1 
疡 2( 记 十 户 ?) Pi 
A= 凡 3 2 3) “2 
hr -1 2 -2 十 Pr -1) 疡 -2 
产 -1 十 瑚 2 六 -2 
右 端 项 为 
， 
贿 201 十 岂 102 
几 302 十 几 203 
广 一 人 。 
几 -16 -2 十 几 20 1 





7 
rl 和 m 两 个 值 依赖 于 两 个 端点 处 所 满足 的 条 件 。 
如 果 结 点 等 间距 分 布 , 且 所 有 的 失 =1,， 则 系数 矩阵 非常 简单 : 
1 2 
1 4 1 
1 4 1 
A= . 
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右 端 向量 为 


(An 


1 
51+02 
61+ 02 
02+03 


-2 十 0 -1 


避 ? 


工 与 

6 0 -2 十 6 0 一 | 
在 本 书 附带 的 程序 splinetx 中 , 这 个 定义 斜率 的 线性 方程 组 , 采用 第 2 章 , 线性 方程 

组 , 介绍 的 tridisolve 函数 求解 。 在 MATLAB 软件 所 带 的 样 条 函数 和 样 条 程序 集中 , 采用 


MATLAB 反 斜 线 操作 符 进 行 求解 








Q = 有 AN 

因为 矩阵 A 的 大 多 数 元 素 都 为 零 , 适合 于 将 它 按 黎 玖 数据 结构 进行 存储 。 反 斜 线 操 作 符 可 
以 利用 三 对 角 线 矩阵 结构 的 优点 ,并 在 正比 于 2” 的 时 间 和 空间 复杂 度 内 求解 这 个 线性 方程 
组 , 这 里 ”为 数据 点 的 数目 。 

图 3-7 比较 了 样 条 插值 函数 *(z ) 和 pchip 播 值 函数 (z)。 两 个 函数 自身 的 区 别 并 不 是 
很 明显 , 样 条 函数 的 一 阶 导数 *(z) 是 光滑 的 , 而 pchip 的 一 阶 导数 关 (z) 是 连续 的 , 但 显示 
出 了 一 些 “ 扭 结 ”。 样 条 函数 的 二 阶 导数 ”(z) 是 连续 的 ,而 pchip 的 二 阶 导 数 广 (z) 在 结 点 
处 出 现 跳 变 。 由 于 两 个 函数 都 是 分 段 三 次 多 项 式 , 它们 的 三 阶 导数 *“(z) 和 了 祖 “(z), 则 都 是 
分 段 常数 。*“(z) 在 前 两 个 子 区 间 和 后 两 个 子 区 间 分 别 取 同一 个 常数 值 ， 这 个 事实 , 反映 了 
样 条 两 端点 满足 的 “ 非 结 点 "条 件 。 


样 条 Pchip 


21 24 

18 18 

15 15 

12 12 
2 4 6 8 

20 20 
LA V 人 

-20 -20 
2 4 6 8 


图 3-7 ” 样 条 择 值 函数 和 pchip 揪 值 函数 ,以 及 它们 的 一 、 二 、 三 阶 导数 
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3.6 pchiptx，spPlinetx 


M 文件 pchiptx 和 splinetx 都 基于 分 段 三 次 埃 米 特 插值 , 在 第 & 个 子 区 间 ， 有 


37s2 一 253 4 刀 一 3hs2 十 25- 
73 +1 3 3 


S2(5 一 玉 ) S(S 一 忆 ) 
GR+1L 十 大 G 
其 中 =z- 妆 , 产 = 灰 。 这 两 个 程序 的 区 别 在 于 , 它们 计算 斜率 中 的 方法 不 同 。 一 旦 求 出 
了 斜率 ,就 可 以 根据 局 部 变量 * 的 寡 形 式 多 项 式 有 效 地 计算 出 播 值 函数 ; 


王 (六 )= 兴 十 sc TTS2ck 十 53 术 


卫 ( 并 ) = 


其 中 二 次 、 三 次 项 的 系数 为 


CR 一 态 
大 一 20+ +1 


下 面 是 pchiptx 程序 的 第 一 部 分 代码 ， 它 调用 一 个 内 部 子 函数 来 计算 斜率 ,然后 计算 其 
他 系数 , 寻找 间隔 索引 的 向 量 ， 并 计算 插值 函数 值 。 除 了 程序 的 引导 段 ， 这 部 分 代码 和 
splinetx 中 的 是 一 样 的 。 

function V = Pchiptx(x,Yyu) 

sPCHIPTX Textbook biecewjise cubic Hermite :interpolation. 


s V = pchiptx (xy,u) finds the shape-preserving Piecewise 
ss P(x)，with P(x(j)) = y(j)，and returns v(k) = Put(k) ) ， 


多 
多 See PCHIP，SPLINETX . 
#s First Qqerivatives 

hh = Qitf(x):; 

delta = Qiff(y) ./h; 


d = pchipslopes (hdelta) ; 


8 Piecewise polynomial CoefficientS 


= 1ength(x) ; 
cC = (3*delta - 2x*d(1:n-l) - Q(2:n)) ./h; 
b= (dd(l:n-l) - 2xdelta + Q(2:D))./h. 2; 


gs Find subinterval indqices KkK So that X(K) <= U < X(K+1) 


k = ones(size(u)) ; 
tor j = 2:n-1 

k(x(]) <= u) = J); 
end 


oo 


Evaluate interpolant 


S 
立 


Qu - x(k):; 
yt(k) + SS.x(dq(k) +Ss.w(c(k) + sS.xb(k))); 


扑 上 
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下 面 是 计算 pchip 斜率 的 代码 , 其 在 内 部 断 点 处 使 用 的 是 加 权 的 调和 中 数 ， 而 在 整个 区 
间 端 点 处 采用 一 个 单方 向 的 公式 。 


function Q = Pcnipslopes (hdGelta) 
PCHIPSLOPES Sopes for Shape-preservVing Hermite Cubic 
ss  Pchipslopes (h,delta) computes dk) = B'(x(k)) . 


s Slopes at interior PointSs 

%$ delta = qiff(y) ./diff (x) . 

当 QI(k) 0 if aelta(k-1) and delta (kK) have opPosites 
多 

多 

多 


Signs Or either is Zero . 
weighted harmonic mean of Gelta(k-1) anda 
aqelta(k) 1E they have the Same Sign， 


Q(K) 


TIenSth (Ph)+I; 

Zeros (Size(h) ); 
fina(sign(aelta(1:n-2)).*xsign(aelta(2:n-1))>0)+17 
.WwWTI = 2*hp(k)+n(K-I); 

WwW2 = RhK)+2x*h(K-1) ; 

Q(k) = (wl+w2)./(wl./delta(k-1) + w2./adelta(k) ) ; 


次 凡 S 
上 


$ Slopes at endqpoints 


Qll) = pchipend(tn(l),h(2),aelta(1I) ,delta(2)); 
Q On) pchipena (ntn-lI),htn-2) ,daelta(n-lI) ,deltatn-2))， 


必 


function d = pchipend (hl,h2,dell,dQe1l2) 


s Noncentered，shape-presetrving，three-point formula . 
Q = ((2*hl+h2)xdell - hlxdqe1l2)/(hl+h2) ; 
if sigcn(dq) ”= Sign(del11) 
Q= 0; 
elseif (sign(dqell)~=signt(del2))&(abs(d) >abs(3*xQell) ) 
Q = 3xdqel1l; 
enQ 


M 文 件 splinetx 中 , 通过 建立 和 求解 一 个 三 对 角 线性 方程 组 系统 来 计算 斜率 。 


function Q = SPplineslopes (Ph,daelLta) ; 

s$ SPLINESLOPRBS Slopes for cubic spP1Line interpolaticn. 
splines1lopes (h,delta) computes Q(k) = S? (x(k)) . 

Uses Pnot-a-knot endq conadaitions . 


oo 


s Diagonals of tridiagonal SYStem 


卫 1ength (hnh)+1; 

aa = Zekros(sSizel(lh));) PP= ar cc= ai 工 = ai 
al(1l:n-2) = h(2:n-1):; 

an-1) = hn-2)+h(n-I)， 

bp(1) =j(2); . 

b(2:n-1) = 2x*(th(2:n-1)+h(L:n-2)): 

bn) = n-2); 

cl(1) = hl)+h(2); 
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Cl(2:n-1) = hl(L:n-2) ; 


ss Right-hanaQ Side 


xz(1l) = ((Pl(L)+2xc(1))*h(2)*daeltal(1)+t .、.. 
hl(1LI) “2*xdelta(2))/cl(1L) ; 
zx(2:n-1l) = 3x(hl2:n-1).*xdelta(1:n-2)+ ... 
Ph(1:n-2).*qeltal(2:n-1)); 
xz(Dn) = (htmn-1) “2x*xdqelta(n-2)+ ... 


(2*a(tn-1)+htn-l))*hn-2)x*xdaeltatn-l))/a(n-1l) :; 
当 Solve tridiagonal 1inear System 


Q = triaqisolve(a,b,c,z) : 


3.7 :interpgui 


图 3-8 显示 的 是 插值 函数 的 光滑 度 与 略 带 主观 特征 之 间 的 折衷 方案 , 我 们 可 以 称 之 为 局 
部 单调 (local monotonicity) 或 形状 保持 (shape preservation) 这 些 略 带 主 观 的 性 质 之 间 的 折衷 。 


分 段 线性 插值 函数 完整 次 数 插值 多 项 式 
保 形 分 段 三 次 函数 分 段 三 次 样 条 


图 3-8 ”四 个 播 值 函数 


分 段 线 性 插值 是 一 个 极端 , 它 几 乎 没有 任何 光滑 性 。 它 连续 , 但 其 一 阶 导数 存在 跳 变 。 
另 一 方面 , 它 保持 了 给 定数 据 的 局 部 单调 性 ,不 会 放大 数据 的 变化 ,其 函数 值 在 和 给 定数 据 
相同 的 间隔 内 变 大 、 变 小 或 保持 不 变 。 

完整 次 数 多 项 式 捅 值 是 另 一 个 极端 , 它 可 进行 无 限 次 的 微分 。 但 它 通常 不 能 保持 给 定数 
据 所 描述 的 形状 , 特别 是 在 区 间 的 端点 附近 。 

pchip 和 样 条 插值 函数 恰恰 在 上 述 两 个 极端 情况 之 间 ,， 其 中 样 条 函数 比 pchip 更 光滑 。 
样 条 函数 有 二 个 连续 导数 ， 而 pchip 仅 有 一 个 连续 导数 。 不 连续 的 二 阶 导数 意味 着 曲率 的 不 
连续 ， 人 有 眼 可 以 看 出 在 图 形 上 , 或 数控 机 床 制 造 的 部 件 上 的 大 的 曲率 跳 变 。 在 另 一 方面 ， 
pchip 可 保持 数据 形状 ， 而 样 条 函数 有 时 则 不 能 。 











图 3-9 interpgui 

M 文 件 interpgui 允许 用 户 使 用 本 章 讨论 的 这 四 个 揪 值 函数 进行 实验 ; 

。 分 段 线性 播 值 函 数 ， 

。 完整 次 数 捅 值 多 项 式 ， 

。 分 段 三 次 样 条 ， 

。 保 形 分 段 三 次 函数 。 

这 个 程序 可 以 按 几 种 不 同 的 方式 初始 化 : 

*。 不 带 输入 参数 ，interpgui 用 8 个 零 启动 ; 

。 带 一 个 标量 输入 参数 ，interpgui(n) 用 n 个 零 启 动 ; 

。 带 一 个 向 量 输入 参数 ，interpgui(y) 由 等 间 上 的 x 坐标 启动 ; 

。 带 两 个 输入 参数 ，interpgui(x， 了 下 启动 时 显示 y 关 于 x 的 曲线 。 

程序 启动 后 ,可 以 根据 鼠标 的 变化 定义 插值 点 。 如 果 指 定 了 z, 则 它 保持 固定 。 图 3-9 
显示 了 由 上 面 的 例子 数据 生成 的 初始 图 形 。 


习题 

3.1 重新 生成 图 3-8, 用 四 个 子 图 (subplot) 显 示 本 章 讨论 的 四 个 揪 值 函数 。 

3.2 Tom 和 了 Ben 是 生 于 2001 年 10 月 27 日 的 挛 生 兄弟 。 下 面 的 表 中 列 出 了 他 们 出 生 后 头 几 
个 月 中 的 体重 ,分 别 以 磅 和 益 司 为 单位 。 


各 Date Tom BeDn 


卢 
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ID 
口 
M 
避 
吕 
卢 
卢 
口 
“上 
,OU 中 
op 
口 口 w、 中 Fo 
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3.3 


3.4 


你 可 使 用 命令 datenum, 将 前 三 列 中 的 日 期 转换 为 一 个 测量 时 间 天 数 的 日 期 数 。 


t= datenum(W(:,[3 1 2]))， 


画 一 幅 他 们 的 体重 与 时 间 关 系 图 , 其 中 用 圆圈 标记 数据 点 , 用 pchip 插值 出 点 之 间 的 曲 

线 。 用 datetick 命令 标记 图 中 的 时 间 轴 ,并 加 上 标题 (title) 和 图 例 (legend)。 得 出 

的 结果 看 上 去 应 该 类 似 于 图 3-10。 

(a) 用 本 章 讨论 的 四 种 插值 方法 ,pieceline、polyinterp、splinetx 和 pchiptx,， 拟 合 
下 面 的 数据 , 并 画 出 - 1] 委 zx 委 1 区 间 上 的 函数 曲线 。 


x y 
-1.00 -1.0000 
-0.96 -0.1512 
-0.65 0.3860 

0.10 0.4802 
0.40 0.8838 
1.00 1.0000 


(b) 在 zx= -0.3 处 , 这 四 个 捅 值 函数 的 值 分 别 是 多 少 ? 你 认为 哪个 结果 更 合理 ? 为 
什么 ? 
(c) 这 些 数据 实际 上 是 由 一 个 整数 系数 的 低 次 多 项 式 生成 的 , 这 个 多 项 式 是 什么 ? 





Nov01 Dec0i Jan02 Feb02 Mar02 ”重量 
图 3-10 ” 挛 生 兄弟 的 重量 

画 你 自己 的 手 的 形状 ， 以 执行 下 面 的 命令 为 开始 

figure(' position' ,get(0,' Screensize') ) 


axes('Position'，[0 0 1 1]) 
[x,y] = ginput:; 


将 你 的 手掌 张 开 放 在 计算 机 屏幕 上 , 然后 使 用 计算 机 上 鼠标 选取 一 系列 点 勾勒 出 手 的 轮 
廓 。 按 回 车 键 结束 ginput 过 程 。 也 许 这 人 么 做 更 简单 些 : 先 把 手 放 在 一 张 白 纸 上 , 并 用 
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3.5 


笔画 出 它 的 轮廓 线 , 然后 将 纸 贴 在 计算 机 屏幕 上 上, 应 该 可 以 透 过 纸 看 到 平面 上 的 鼠标 ， 
并 通过 ginput 程序 记录 下 一 些 轮 廓 上 的 点 。( 请 保存 下 这 些 数据 ,它们 还 将 在 本 书后 
面 其 他 练习 中 使 用 。) 
现在 ,从 点 的 x 和 Y 坐 标 值 看 作 是 两 个 独立 变量 的 函数 , 这 个 独立 变量 的 取 值 为 从 1 到 
记录 的 点 的 数目 。 下 面 可 以 在 自 变量 取 值 更 密 的 集合 上 对 这 两 个 函数 进行 插值 ,并 用 
下 面 的 命令 画 出 结果 


length (x) ; 

(1: 如 ) “; 
(1:.05:mn) 7 ; 
SP1LinetXx(s,X, 七 ) ; 
SPplLinetx(S,Yy,) ; 
eSet 

PLot (xy， .urv，-) 


<PEromi 
Wi HE 


9] 
卢 
th 


用 pchiptx 函数 可 以 实现 与 上 面相 同 的 功能 , 你 更 喜欢 娜 个 画 出 来 的 图 形 ? 
图 3-11 是 根据 我 的 手 画 出 来 的 , 你 能 说 出 它 使 用 的 是 splinetx 还 是 pchiptx 吗 ? 


〇 
图 3-11 一 只 手 


上 一 个 习题 中 使 用 了 数据 索引 作为 独立 自 变 量 来 进行 二 维 曲线 的 参数 择 值 。 在 本 题 中 ， 
将 用 极 坐 标 系 中 的 角度 变量 0 代替 数据 索引 变量 。 因 此 ， 必 须 先 找 到 这 个 数据 集 的 中 
心 原点 ,使 得 数据 都 位 于 围绕 这 个 原点 的 星 形 (starlike) 曲 线 上 , 即 每 条 从 原点 发 出 的 射 
线 , 仅 和 数据 相交 一 次 。 这 意味 着 , 我 们 要 找到 这 样 的 ze 和 wm，, 使 得 执行 MATLAB 程序 
区 X - X0 

Y = y - Y0 

theta = atan2 (y, 式 ) 

上 = SGqtt(xX. 2 + Y. 2) 

P1Lot (thetay,L) 


全 
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3.7 


3.8 
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生成 的 一 个 点 集 , 可 以 用 一 个 单 值 函 数 >= >(09) 搬 值 。 对 于 前 面 按 你 手 的 轮廓 采样 得 
到 的 数据 ， 中 心 点 (zo，yo) 应 该 是 在 手掌 底部 附近 , 如 图 3-11 中 的 小 圆圈 所 示 。 进 一 
步 , 为 了 使 用 splinetx 和 pchiptx 函数 ,还 需要 对 数据 进行 排序 ,使 得 theta 单调 
增 大 。 

选择 一 个 更 小 的 采样 间隔 ,delta,， 并 执行 

上 
P 
& 





(上 theta (1) :delta:theta(end) )，'; 
PchipPtx ( 革 heta,L,t) ; 
SP1LinetX (theta,z,t) ; 


检验 两 个 输出 图 形 : 


plot (theta,r,'o'*,t,，[P s],，'-) 
和 


Dlot (xy op.xcos(t)，P.*sin()，'- 
S.xcos (t) ,SS.xsin(t)，'-) 

比较 本 题 使 用 的 方法 和 前 一 题 中 的 方法 。 你 更 喜欢 哪 一 个 ? 为 什么 ? 
本 题 需要 使 用 符号 工具 盒 
(al) 命令 vandal(n ) 是 用 来 计算 什么 的 ? 它 是 如 何 计算 的 ? 
(b) x 满 足 什么 条 件 时 , 矩阵 vander(x) 是 非 奇异 的 ? 
证 明 这 个 插值 多 项 式 是 唯一 的 。 即 , 如 果 P(z) 和 Q(z) 是 两 个 由 2 个 不 同 的 点 构造 出 
的 次 数 低 于 ” 的 插值 多 项 式 , 那 它 们 两 个 的 图 形 完全 重合 。 
请 严格 证 明 , 下 面 的 各 种 描述 都 定义 了 同一 个 多 项 式 ， 即 五 次 切 比 雪夫 多 项 式 Ts(z)。 
在 证 明 时 ， 可 以 给 出 解析 的 推理 、 符 号 计算 、 数 值 计算 ， 或 者 同时 使 用 这 三 种 方式 。 下 
面 有 两 个 描述 中 使 用 了 黄金 分 割 比 

j LA 

2 


(a) 基于 需 形 式 的 表示 : 
Ts(z)=16z5 一 20z3+5SzZ 
(b) 三 角 函 数 关系 式 : 
Ts(z)=cos(Scos lz) 
(c) Horner 表达 式 ， 
Ts(z)=((((16z+0)z-20)z+0)z+S)z+0 
(d) 拉 格 朗 日 形式 : 
Zi1y26 三 土 1 
Z2yZ5 一 土 风 [2 
3，4 一 士 ( 多 一 1)[2 
次 =( 一 1 =1,， .6 


no = (Th 


JE 


(e) 因 式 分 解 的 表达 式 : 








3.9 


3.11 


3.12 


Z&1yZ5 一 土 V (2 十 多 ) /4 
zz4 一 土 V(3 一 $)/4 
之 3 一 0 
5 
T:(Zz) = 16 划 (zxz 一 有 2) 
(f) 三 项 递 推 式 : 
To(z)=1I 
Ti(z)= 工 
T(z)=2zT ICz) 一 Tcz) fiorz 三 2,.. ,5S 
M 文件 rungeinterp,m 提供 了 一 个 实验 , 是 关于 Carl Runge 提出 的 著名 的 多 项 式 插值 
问题 。 令 
-1 
几 z) 一 12575 


并 令 P,(z) 表 示 一 个 半 -1 次 多 项 式 , 该 多 项 式 在 - 1 委 z 委 1 区间 上 等 间距 点 处 插 人 
Fz)。Runge 提出 一 个 问题 , 随 着 ”的 增加 已 ,(z) 是 否 收敛 于 F(z)? 答案 是 , 对 一 些 
Z 是 收敛 的 , 但 对 另 一 些 不 成 立 。 
(a) 对 什么 样 的 zx 有 ，, 当 co 时 PCz) 一 所 工 )? 
(b) 改变 插值 点 的 分 布 , 使 它们 不 等 间 臣 , 这 样 做 对 收敛 有 何 影响 ? 你 是 否 能 找到 一 种 
分 布 , 使 得 P,(z) 一 F(z) 对 区 间 内 所 有 z 都 成 立 ? 
我 们 从 分 段 线性 插值 跳 到 分 人 段 三 次 播 值 ， 请 研究 分 段 二 次 播 值 ， 并 看 看 能 到 达 什 么 程 
度 ? 
修改 程序 splinetx 和 pchiptx, 使 得 在 指定 两 个 输出 参数 调用 它们 时 ,它们 既 输 出 揪 
值 函数 的 值 ， 又 输出 它 的 一 阶 导数 值 。 即 用 


[v,VvPrime] = Pchiptx (X,yy，u) 


和 
[v,VPrime] = SPp1inetx(X,yvU) 


计算 P(x) 和 PP (xy)。 
修改 程序 splinetx 和 pchiptx，, 使 得 在 指定 两 个 输入 参数 调用 它们 时 , 它们 输出 PP。 
也 就 是 由 MATLAB 标准 函数 spline 和 pchip 生成 的 分 段 多 项 式 结构 , 它 可 被 ppval 
使 用 。 
(a) 分 别 修改 程序 pchiptx 和 splinetx， 把 单方 向 和 非 结 点 端点 条 件 替换 为 周期 边界 
条 件 , 创建 出 两 个 函数 perpchip 和 perspline。 这 要 求 给 定 的 数据 满足 
一 yI! 
并 且 得 到 的 插值 函数 具有 周期 性 。 换 名 话说 , 对 所 有 z 有 
Pr+A)=POz) 
其 中 
A=Zn 一 1 . 


无 论 是 使 用 pchip 还 是 样 条 的 算法 ,都 需要 使 用 x、 和 色 和 & 计算 出 斜率 必 。 在 这 个 


心 
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3.14 


3.16 


周期 性 假设 下 , 所 有 的 这 些 量 都 成 为 关于 下 标 & 的 周期 函数 ,其 周期 为 -1。 换 句 
话说 ,对 所 有 ， 
和 洲 二 了 +a-l 
和 二 内 +nt 
六 三 和 -1 
克 三 中 + 
这 使 得 在 非 周期 情况 下 ， 对 内 部 点 使 用 的 计算 ， 有 可 能 应 用 于 区 间 的 端点 上 。 因 此 ， 
对 应 于 端点 处 条 件 的 特殊 程序 代码 可 以 删 去 ,而 得 到 实际 上 简单 得 多 的 M 文件 。 
例如 , pchip 算法 中 , 等 间距 点 分 布 情况 下 斜率 心 是 这 人 么 计算 的 : 
de=0ifsign(6 1) 天 sign(ex) 
过 = 了 (起 - 十 ji sign(G -1)=sign(Gk) 
在 满足 周期 性 的 情况 下 , 这 些 公式 也 可 应 用 于 上 =1 和 上 =? 的 两 端点 处 ,因为 
00= 6 1and6, =01 
关于 样 条 方法 , 斜率 满足 &=2，...，, 7 -1 情况 下 的 一 个 线性 代数 方程 组 : 
Pa -1i+2Ci -1 二 Pi)ce 二 Rd 一 3(0pxs -it 和-12) 
在 满足 周期 性 的 情况 下 , 在 &=1 时 有 
jia 1+2( 思 -1+Pi)di+h -idz=3(0P10 -1+Pn-101) 
在 &=72 时 有 
jacd _1+2( 庆 -1+Pi)do+P-1d2=3(P10 -1 二 7-161) 
这 样 最 后 生成 的 系数 矩阵 中 , 在 三 对 角 线 结构 外 还 有 两 个 非 零 元 ,其 中 在 第 一 行 的 非 
零 元 是 4 ，1 = Ai、 在 最 后 一 行 的 是 A.z= 刀 -le 
(b) 执行 下 面 的 语句 来 说 明 你 编写 的 新 函数 能 正确 地 工作 。 
0:Pi/4:2xpi' 
CoOSs (X) ; 
0:Pi/50:2*pi; 
your_function(x， yu) ; 
Plot (xy ouav，-) 





RS 必 尖 
让 和 站 贞 


V 


(c) 一 旦 有 了 函数 perpchip 和 perspline， 你 可 以 使 用 NCM 中 的 M 文件 ip- 
terp2dgqui 来 研究 二 维 闭 曲 线 的 插值 。 你 应 该 可 以 发 现 ,周期 边界 条 件 能 更 好 地 
制造 出 平面 上 闭 曲 线 的 对 称 性 。 

(a) 修改 splinetx 程序 , 使 得 它 形 成 完整 的 三 对 角 线 矩阵 

有 = qiag(a,-1) + diag(b,0) + diag(c,1) 

并 使 用 反 斜 线 运 算 符 计算 斜率 。 

(b) 在 运行 intergui 程序 时 改变 样 条 结 点 的 位 置 , 同时 观测 condest(aA) 结 果 相 应 产 
生 的 变化 。 如 果 两 个 结 点 相互 靠 得 很 近 ，condest(a) 的 结果 会 出 现 什 么 情况 ? 找 
到 一 个 可 使 condest(RA) 很 大 的 数据 集 。 


3.15 修改 pchiptx 程序, 让 它 使 用 斜率 的 加 权 平 均 ， 而 不 是 加 权 调 和 中 数 。 


(a) 考虑 下 述 命令 





手 


值 99 





3.17 
3.18 


区 = -1:1/3:1 
interpgui (1-X. “2) 


linear、spline、pchip 和 polynomial 这 四 个 插值 函数 中 , 如 果 有 的 话 ， 有 哪 几 个 是 
相同 的 ? 为 什么 ? 
(b) 对 下 面 的 命令 结果 考虑 同样 的 问题 。 


interpgui (1-Xx. “4) 


无 论 你 将 捅 值 点 怎么 移动 , 为 什么 interpgui(4) 仅 显示 出 三 幅 而 非 四 幅 图 形 ? 

(a) 如 果 你 想 用 下 面 的 多 项 式 拟 合 1900 委 :上 委 2000 年 间 的 人 口 数据 
P(t)=citt+cz 妇 十 … 十 clot 十 cll 

可 能 会 注意 到 由 下 面 命令 生成 的 范 德 尔 蒙 矩阵 的 特点 


1900:10:2000 
Varmnaezr (七 ) 


为 什么 这 么 做 不 是 个 好 办 法 ? 

(b) 研究 对 独立 变量 的 居中 (centering) 和 比例 化 (scaling) 操 作 。 随 便 画 一 幅 图 , 在 图 
像 窗口 中 按 下 工具 (Tools) 菜 单 , 选择 基本 拟 合 (Basic Fitting)， 可 以 看 到 关于 居中 
和 比例 化 的 复 选 框 , 这 个 复 选 框 是 于 什么 的 ? 

(c) 将 变量 上 替换 为 


4 


价 


必 夺 
攻 


二 下 
S$ 一 
C 


这 将 导致 一 个 不 同 的 多 项 式 五 (>), 它 的 系数 和 P(t) 的 有 什么 关系 ? 这 对 于 生成 的 范 
德尔 蒙 矩阵 有 何 影 响 ?” w 和 < 取 何 值 时 , 会 生成 一 个 条 件数 很 好 的 范 德 尔 蒙 矩阵 ? 一 
个 可 能 的 取 值 是 


mu = mean(t) 
sigma = Sta(t) 


还 有 更 好 的 取 值 吗 ? 
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本 章 介绍 几 种 基本 的 方法 来 计算 函数 值 为 零 时 的 解 ， 然后 将 三 种 方法 组 合 起 来 ,得 到 一 
个 快速 、 可 靠 的 算法 zeroin。 
4.1 二 分 法 

首先 考虑 计算 V2 的 问题 。 我 们 将 使 用 区 间 二 分 法 (interval bisection), 这 是 一 种 系统 的 反 
复试 验 的 方法 。 我 们 知道 /3 在 1 和 2 之 间 , 因此 先 设 == 1 考 。 由 于 z2? 大 于 2, 则 表明 这 个 
xz 太 大 了 。 然 后 用 z= 1 才 进 行 试验 , 此 时 的 zz 小 于 2， 所 以 这 个 工 太 小 了 。 这 个 过 程 一 直 
持续 下 去 , 得 到 的 一 系列 /5 的 近似 值 是 
工 1 3 3 13 27 


1 广 ， 1 玫 ， 1 言 ， [16， 工 3， 工 G4… 


下 面 是 上 述 过 程 对 应 的 MATLAB 程序 , 其 中 有 一 个 计数 器 用 于 统计 步骤 数 。 


M = 2 
己 = 工 
DP= 2 
K = 0:; 
whilie pb-a > eps 
XxX= (a+Db)/2; 
FE X > 2 > M 
D = XXX 
elSe 
已 = 其 
enmQ 
K = 区 + 1 
enaQ 


在 此 程序 中 , 我 们 首先 肯定 V2 在 初始 区 闻 [a,， bj] 内 , 然后 反复 地 将 这 个 区 间 一 分 为 二 ， 同 时 
保证 要 求 的 值 一 直 落 在 当前 区 间 内 。 这 个 过 程 最 终 执 行 了 52 步 , 下 面 列 出 了 开始 的 一 些 和 
最 后 的 一 些 近似 值 。 


这 


1L.50000000000000 
1.25000000000000 
1.3750000000686000 
1.43750000000000 
T.40625000000000 
1.42187500000000 
1.41406250000000 
1.41796875000000 
1I.41601562500000 
1.41503906250000 
1.41455078125000 


这 这 训 训 风 可 风口 各 匈 
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oo 


和 
滁 
心 
赴 





.41421356237311 
.41421356237299 
.41421356237305 
41421356237308 
.41421356237309 
.41421356237310 
-41421356237310 


S“format hex" 让 MATLAB 显示 数 的 16 进 制 格式 ， 可 看 到 最 后 得 到 的 a 和 b 的 值 为 


3fft6a09e667f3pcc 
3ff6a09e667f3bca 


它们 的 各 位 数字 直到 最 后 一 位 才 有 差别 。 实 际 上 , 我 们 无 法 计算 V2 这 个 无 理 数 , 因为 它 不 可 
能 表示 为 机 器 序 点 数 。 但 是 ,我 们 找到 了 两 个 相 邻 的 浮 点 数 , 且 它 们 在 实数 轴 上 分别 位 于 精 
确 值 的 两 边 。 在 浮 点 算术 体系 下 , 我 们 尽 最 大 可 能 达到 了 对 V2 的 逼近 。 由 于 一 个 IEEE 双 精 
度 浮 点 数 的 小 数 部 分 有 52 位 ， 上 面 这 个 盘 近 过 程 共 进行 了 52 步 , 每 执行 一 步 大 约 使 区 间 长 
度 的 有 效 数 字 减 少 一 个 二 进 制 位 。 

区 间 二 分 法 是 求实 数 自 变量 、 实 值 函数 fCz ) 为 0 的 解 的 较 慢 但 很 可 靠 的 算法 。 对 于 晒 
数 F(z)， 只 需要 假定 我 们 可 以 写 一 个 MATLAB 程序 ,计算 任何 z 对 应 的 函数 值 ， 此 外 我 们 
还 应 知道 一 个 在 其 上 _A(z) 改 变 正 负 号 的 区 间 [a，2]。 如 果 F(z) 是 个 连续 的 数学 函数 , 那么 
后 一 个 条 件 将 使 得 在 这 个 区 间 上 必然 存在 一 个 点 zx*， 有 F(z* )=0。 但 是 这 个 连续 性 的 概 
念 并 不 严格 适用 于 浮 点 数 运算 ,因此 我 们 实际 上 可 能 不 能 找到 一 个 点 ,使 f(z ) 精 确 为 零 , 我 
们 的 实际 目标 应 该 是 : 

寻找 一 个 非常 小 的 区 间 ， 可 能 是 两 个 相 邻 的 机 器 浮 点 数 , 使 得 在 这 个 区 间 上 ， 函数 

值 的 正 负 号 发 生 改 变 。 
实现 二 分 法 的 MATLAB 程序 为 

K = 0); 

while abs(b-a) > epsxabs(b) 

x= (a +b)/2:; 


if siogn(f(x)) == Sign(ft(b)) 
D = X; 


好 这 见 几 如 如 这 
人 作 拓 4 
FF PP PR 和 


输入 


分 
心 


这 印 
上 目 


elLse 
己 = XI; 
end 
K=Kk+I; 
ena 


二 分 法 的 计算 速度 较 慢 , 使 用 土 述 代码 中 的 终止 条 件 , 它 对 任何 范 数 都 要 计算 52 步 。 但 
二 分 法 也 是 完全 可 以 信和 赖 的 ,只 要 我 们 开始 找到 了 一 个 让 函数 值 改 变 符号 的 区 间 , 那么 二 分 
法 就 一 定 能 将 该 区 间 缩 小 为 括 住 准确 解 的 仅 含 两 个 相 邻 机 器 泽 点 数 的 区 间 。 


4.2 牛顿 法 


求解 Kxz)=0 的 牛顿 法 是 , 在 函数 FLz) 图 上 任何 一 点 画 一 条 切线 ,然后 确定 切线 与 x 
轴 的 交点 。 这 个 方法 需要 一 个 初始 值 xo, 此 后 的 和 代 公式 为 
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大 (zn) 


对 应 的 MATLAB 程序 为 


K = 0 

while abs(x - Xprev) > eps*abs(X) 
XpPtev = X; 
X=X -上 E(X)V/EPrime(x) 
K=Kk + 工 ; 

enaQ 


对 于 计算 平方 根 的 问题 ,牛顿 法 特别 简洁 而 有 效 。 要 计算 V M ， 等 价 于 求 
Fz) = z-M 
的 零 解 。 对 这 个 问题 ,， 广 (z)=2z， 因 此 





Z2 一 AM 
n+1 一 va 一 27， 
- 工 M 

= 也 (mm + 


这 个 算法 实际 上 就 是 反复 地 去 求 x 和 Myvz 的 平均 值 。MATLAB 程序 为 
whnile abs(x - Xprev) > eps*xaps(X) 
XpPreV = X; 
X= 0.5*(X + M/x); 
end 


下 面 是 计算 V2 的 结果 , 从 =1 开 始 。 


1 .50000000000000 
.41666666666667 
.41421568627451 
.41421356237469 
.41421356237309 
.41421356237309 


牛顿 法 计算 V2 仅 花费 了 6 步 只 代 。 实 际 上 , 也 可 以 说 是 $ 步 , 但 需要 进行 第 6 步 先 代 , 以 满足 
终止 条 件 。 

若 计算 像 上 面 的 平方 根 问题 这 样 的 问题 ,牛顿 法 是 非常 高 效 的 , 它 是 许多 强大 的 数值 方 
法 的 基础 。 但 是 ,作为 计算 一 般 性 函数 零 解 问题 的 算法 ,， 它 有 三 个 严重 的 缺陷 。 

。 要 求 函 数 f(z) 必 须 是 光滑 的 ; 

。 可 能 遇 到 导数 广 (z ) 不 方便 计算 的 困难 ; 

。 初始 解 必须 靠近 准确 解 。 

从 原理 上 说 , 可 以 使 用 一 种 称 为 自动 微分 (automatic differentiation) 的 技术 来 计算 导数 
广 (z)。MATLAB 中 的 函数 f(x) ,或 其 他 编程 语言 中 的 一 段 合适 的 代码 ,都 可 以 定义 一 个 带 
参数 的 数学 函数 , 通过 将 现代 计算 机 科学 的 编译 技术 和 微 积 分 规则 (特别 是 链 法 则 ) 加 以 结 
合 , 理论 上 可 以 生成 计算 产 (z) 的 另 一 个 函数 代码 fprime(x)。 然 而 , 这 些 技术 的 真正 实现 
非常 复杂 , 并 且 还 没有 被 完全 实现 出 来 。 

牛顿 法 有 非常 吸引 人 的 局 部 收敛 特性 。 记 z ,为 F(z) 的 一 个 零 解 ,并 令 ee = 妇 一 心 为 
第 ”次 迭代 解 的 误差 。 假 设 


FF 
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。 六 (xz) 和 六 (xz) 都 存在 且 连 续 ; 
。 0 比较 接近 于 必 x 
那么 可 以 证 明 [15] 





上 工 ()a 
刀 十 1 2 广 (z) 2 


其 中 为 zu 和 zx 之 间 的 某 个 点 。 换 名 话说 ， 
eol 二 O(ex) 

这 被 称 为 二 次 收 仇 。 对 于 性 质 较 好 的 光滑 函数 ,一 且 选 取 的 初始 解 靠近 精确 解 , 那么 每 进行 
一 次 迭代 ,误差 就 近似 于 平方 一 次 , 同时 结果 中 正确 数字 的 数目 就 大 约 变 为 两 倍 。 前 面 计算 
v2 的 运行 结果 是 非常 典型 的 。 

当局 部 收敛 理论 中 的 这 些 假设 不 满足 时 ,牛顿 法 可 能 变 得 非常 不 可 靠 。 若 F(Cz) 不 具有 
连续 的 、 有 界 的 一 阶 、 二 阶 导数 , 或 者 如 果 初 始 解 没 有 是 够 地 靠近 准确 解 , 那么 局 部 收敛 理论 
就 不 成 立 ， 牛顿 法 可 能 收敛 得 很 慢 , 或 者 根本 不 收敛 。 在 下 一 节 , 我 们 将 举 一 个 例子 说 明 这 








120| ”种 可 能 发 生 情况 。 














图 4-1 无 限 循环 的 牛顿 法 


4.3 一 个 不 正常 的 例子 


我 们 看 看 是 否 能 构造 一 个 例子 让 牛顿 法 无 限 循环 下 去 。 若 和 迭代 公式 
CCzn) 


zt+l 一 nm 一 大 (z，) 
计算 出 的 解 ， 围绕 一 个 点 a 不 断 地 来 回 跳动 , 则 一 定 有 下 面 的 公式 


Zarl 一 aa = 一 人 (zn 一 4) 





当 A(z) 满 足 
za-Az)-_ (ra) 
大 (z) 


时 ， 上 面 的 情况 就 会 发 生 。 上 式 实际 是 一 个 可 分 离 变量 的 常 徽 分 方程 ; 


(zz) 1 
大 (z) 2(z 一 a) 
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它 的 解 是 
Frz)=sign(z 一 a)vVz-a 
显然 ,这 个 函数 FCz) 的 零 解 位 于 zx =a。 执 行 命令 


ezplot (' sign (x-2)*Sdtt (abs (X-2)) 7，0,4) 


可 得 到 如 图 4-1 所 示 的 Az) 的 函数 图 像 ， 其 中 e =2。 如 果 我 们 在 这 个 图 中 画 任 何 一 点 处 的 
切线 , 它 在 z= a 在 男 一 边 相 交 于 z 轴 。 在 这 种 情况 下 , 牛顿 法 中 的 迭代 解 一 直 往返 于 z=a 
的 两 侧 ， 既 不 收敛 也 不 发 散 。 

在 这 个 例子 中 , 由 于 z 一 a 时 广 (z) 无 界 , 牛顿 法 的 收敛 理论 不 成 立 。 将 后 面 各 节 中 的 
算法 应 用 于 这 个 函数 也 将 非常 有 趣 。 


4.4 制 线 法 


币 线 法 用 最 近 两 次 选 代 解 构造 出 的 有 限 差分 近似 ， 蔡 代 和 牛顿 法 中 的 求 导数 计算 ,不 同 于 
牛顿 法 在 F(z) 曲 线 上 某 一 点 夯 切 线 的 做 法 ， 它 通过 两 个 点 画 一 条 制 线 ,下 一 个 选 代 解 就 是 
制 线 与 轴 的 交点 。 
制 线 法 的 选 代 需 要 两 个 初始 值 ，ro 和 zi , 后 续 的 选 代 解 按 下 面 的 公式 计算 
，_ Ka 一 Kao 


ma 郊 xz1 


从 这 个 公式 可 清楚 地 看 出 , 牛顿 法 中 的 广 (z。 ) 被 割 线 的 斜率 sy。 所 替代 。 下 面 MATLAB 程 
序 中 的 公式 表达 紧凑 得 多 : 
while abs(b-a) > epsxabs(Db) 
C 


(PP - c)/(flc)/(b)-1); 
工 ; 


玉芝 阿 负 


忌 
b 十 
基 十 
endaQ 

对 于 计算 V2 的 问题 , 从 a = 1 和 b = 2 开始 , 割 线 法 的 计算 花费 了 7 次 迭代 ,而 牛顿 法 是 6 
次 。 下 面 是 割 线 法 计算 出 的 一 系列 近似 解 : 

.33333333333333 

.40000000000000 

.41463414634146 

.41421143847487 

.41421356205732 


-41421356237310 
.41421356237310 


相对 于 牛顿 法 ,， 割 线 法 的 主要 优点 是 , 它 不 需要 显 式 得 计算 广 (z),， 而 它 的 有 类 似 的 收敛 
性 质 。 同 样 , 假设 F(z) 和 (z) 都 连续 , 则 可 以 证 明 [15j]: 
1 CS) (后 ) 太 6-U 
en+l 一 2 广 (6)3 ereEn-1l， 
其 中 为 m 和 立 之 间 的 某 个 点 。 换 句 话 说， 


FF 
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eol 二 OGenen-) 
这 不 是 二 次 收 往 ,但 它 是 超 线性 收敛 。 可 以 证 明 
en+l 一 O(ej) 

其 中 % 是 黄金 分 割 比 ，(1+YS)/2。 一 旦 选择 了 接近 准确 解 的 近似 解 ,每 进行 一 次 和 迭代, 结 
果 中 正确 数字 的 数目 就 大 约 变 为 1.6 倍 。 这 基本 上 和 牛顿 法 一 样 快 , 而 且 远 快 于 二 分 法 得 到 
的 每 步 一 位 的 收敛 速度 。 

我 们 将 研究 割 线 法 求解 前 一 节 的 反常 函数 的 工作 留 作 习题 4.8: 

7z)=sign(z-a)v zal 

4.5 逆 二 次 插值 

割 线 法 使 用 前 两 个 近似 解 得 到 下 一 个 解 ,那么 为 什么 不 利用 前 三 个 近似 解 呢 ? 

假设 我 们 已 知 三 个 值 ，, ae 、8 和 ec， 以 及 对 应 的 函数 值 ，F(a) 、F(6) 和 FCc)。 我 们 可 以 用 
一 个 抛物 线 ,， 也 就 是 关于 z 的 二 次 函数 , 对 这 些 数据 进行 插值 ， 然后 令 抛 物 线 与 z 轴 的 交点 
为 下 一 个 迭代 解 。 这 样 做 的 问题 是 ,抛物线 可 能 不 与 z 轴 相 交 , 因为 二 次 方程 未 必 有 实数 根 。 
这 也 可 以 被 看 成 是 一 种 好 处 。 一 种 被 称 为 马 勒 方法 的 算法 , 用 二 次 方程 的 复数 根来 近似 计算 
太 z) 的 复数 零 解 。 但 是 ,现在 我 们 希望 避免 复数 运算 。 

不 同 于 考虑 zx 的 二 次 函数 , 我 们 可 以 将 三 个 点 搬 值 为 关于 y 的 二 次 函数 。 那 是 个 “ 侧 
问 "抛物 线 P(y), 它 由 插值 条 件 

a=Pa)),p=PCpO))，c = 了 OFc)) 

所 确定 。 这 个 抛物 线 一 定 与 zx 轴 有 交点 , 在 交点 处 >=0, 对 应 的 zx= P(0) 为 下 一 步 迭 代 解 。 

上 述 方法 称 为 送 二 次 播 值 (inverse quadratic interpolation) ,简称 为 IQI。 下 面 是 实现 这 个 
方法 的 MATLAB 程序 。 

k = 0; 

while abs(c-b) > eps*abs(c) 
polyinterp([f(a),f(b),f(c)]j,[a,b,cl,0) 
D; 


C 1; 


什 着 和 人 


其; 
K + 1; 


这 个 “纯粹 ”的 IQI 算法 的 问题 是 ,多项式 揪 值 要 求 数据 点 的 横 坐 标 ,这 里 是 F(c )、 
0) 和 Fec), 互 不 相同 。 但 这 是 无 法 保证 的 。 例 如 , 通过 求解 FLz) = 巡 -2 计算 V2,， 并 从 
a=-2、8=0 和 c<=2 开 始 , 则 一 开始 就 出 现 fa) = 灰 c) 的 情况 , 第 一 步 就 无 法 执行 。 如 果 
开始 时 的 参数 接近 这 种 奇异 的 情况 , 例如 从 ae= -2.001、25=0 和 ec=1.999 开始 , 则 得 到 的 
下 一 步 迭 代 解 近似 于 z= 500。 

因此 ，IQI 算法 就 像 一 头 未 成 年 的 赛马 ， 当 它 快 接近 终点 时 跑 得 很 快 , 但 它 在 整个 赛程 
中 的 速度 是 不 稳定 的 , 需要 一 个 好 的 驯养 员 来 控制 它 。 


4.6 Zeroin 算法 


zeroin 算法 的 核心 思想 是 ,将 二 分 法 的 可 靠 性 与 制 线 法 及 IQI 算法 的 收敛 速 度 结合 起 来 。 
20 世纪 60 年 代 , 荷兰 阿姆斯特丹 市 数学 中 心 的 工 . J. Dekker 和 同事 们 开发 了 这 个 算法 的 第 
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一 个 版 本 117], 在 MATLAB 中 的 实现 则 基于 Richard Brent 的 版 本 [12]。 下 面 是 这 个 算法 的 
梗概 : 


选取 初始 值 <c 和 4, 使 得 Fa) 和 帮 6) 的 正 负 号 正好 相反 
使 用 一 步 割 线 法 , 得 到 < 和 8 之 间 的 一 个 值 c; 
重复 下 面 的 步骤 , 直到 16- a1<el12| 或 者 F(5)=0; 
重新 排列 < 、6 和 <c( 可 能 要 经 过 两 轮 ), 使 得 
-aa) 和 Ab) 的 正 负 号 相反 。， 
-|ACo)I 委 |JFCa)|， 
-<c 的 值 为 上 一 步 5 的 值 。 
如 果 c 夫 < , 执行 IQI 算 法 中 的 一 步 欠 代 ; 
。 如 果 c = a ,执行 割 线 法 中 的 一 步 ; 
。 如 果 执 行 一 步 IQI 算法 或 割 线 法 得 到 的 近似 解 在 区 间 [a ，b] 内 ,接受 这 个 解 为 c; 
如 果 这 个 近似 解 不 在 区 间 [a ，b] 内 ， 执行 一 步 二 分 法 得 到 c。 
这 个 算法 是 十 分 简单 而 且 安全 的 , 它 一 直 将 方程 的 解困 在 不 断 缩小 的 区 间 中 。 在 迭代 过 
程 中 , 如 果 可 以 用 快速 收敛 的 算法 ， 它 就 用 它们 ,否则 使 用 速度 较 慢 的 、 但 非常 稳定 的 算法 
求 下 一 个 近似 解 。 


4.7 ”ffzerotx，fteval 


在 MATLAB 中 实现 zeroin 算法 的 是 函数 fzero, 它 除 了 基本 算法 外 , 还 包括 了 好 几 项 功能 。 
在 它 的 开始 部 分 , 使 用 一 个 输入 的 初始 估计 值 , 并 寻找 使 函数 正 负 号 发 生变 化 的 一 个 区 间 ; 由 
函数 f(x) 返 回 的 值 将 被 检验 , 是 否 是 无 穷 大 、NaN、 或 者 复数 ; 可 以 改变 默认 的 收敛 阐 值 ; 也 可 
以 要 求 得 到 更 多 的 输出 ,例如 调用 函数 求 值 的 次 数 。 随 本 书 一 起 的 zeroin 算法 的 版 本 是 
fzerotx。 它 由 fzero 简化 而 来 , 去掉 了 大 多 数 附 带 的 功能 ， 而 保留 了 zeroin 主要 的 用 途 。 

我 们 用 第 一 类 的 零 阶 贝 塞 尔 函数 Ji(z), 来 说 明 fzerotx 是 怎么 工作 的 ,Jo(z) 可 通过 
MATLAB 命令 besse1j(0, x) 得 到 。 下 面 的 程序 能 求 出 Jo(z ) 的 前 10 个 零 解 ， 并 画 出 图 4-2 
(除了 图 中 红色 的 '“x", 后 面 将 加 上 )。 

bessj0 = inline('besselj(0,x)')) 

fcrn= 1:10 

Z(n) = fzerotx(bessj0，[(n-1) xpPi) : 

Rs o:pi/50:10xpil 

Yy = besselj (0,x); plot(z,zeros (1,10)，'o" xy -) 
line([0 10*pil, [0 0] ,color'，'black') 
axis([0 10x*pi -0.5 1.0]) 


从 图 中 可 以 看 出 ，Jo(z) 的 图 形 很 像 是 cos(z ) 的 幅 值 和 频率 经 过 调制 后 的 版 本 ， 相 邻 两 个 零 
解 的 上 离 近似 等 于 r。 

函数 fzerotx 有 两 个 输入 参数 。 第 一 个 参数 指定 要 计算 零 解 的 函数 下 (z), 第 二 个 参数 
指定 初始 的 搜索 区 间 [w ，8]。fzerotx 也 是 MATLAB 函数 的 函数 (function function) 的 例子 ， 
也 就 是 说 , 它 是 以 另 一 个 函数 为 参数 的 函数 。ezplet 是 另 一 个 这 样 的 例子 。 本 书 的 其 他 
章 一 第 6 章 , 数值 积分 ; 第 7 章 , 常 微分 方程 ; 甚至 第 9 章 ， 随 机 数 一 一 中 所 介绍 的 名 字 含 
“tx" 和 "gu 的 M 文件 也 是 函数 的 函数 。 
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Ji 





图 4-2 ”函数 Jo(z) 的 零 解 


一 个 函数 作为 参数 传递 给 另 一 个 函数 ,可 采用 的 方式 有 下 面 几 种 : 

。 函数 句柄 ， 

。 内 骨 对 象 ， 

。 芒 名 函数 。 

所 谓 函 数 句柄 , 就 是 在 一 个 内 部 函数 ,或 定义 于 M 文件 的 函数 的 名 字 前 面 加 一 个 "@ ' 符 
号 , 下 面 是 几 个 例子 。 

@coSs 


@humps 
G@bessj0 


其 中 bessj0.m 是 一 个 含 两 行 代码 的 M 文件 。 


function Y = bessj0(x) 
Y = bessel]j (0,X) 


这 样 ， 这 些 句 柄 就 可 以 用 作 函 数 的 函数 的 输 和 参数。 


2z = ftzerotXx(@bessj0o, [0,pil]) 


注意 @besse1j 也 是 一 个 合法 的 函数 句柄 ， 只 是 它 对 应 一 个 带 两 个 输入 参数 的 函数 。 
内 岩 对 象 是 一 种 定义 简单 函数 的 方法 ， 它 不 需要 生成 新 的 文件 。 下 面 是 几 个 例子 : 


FE = inline('cos(PIix*t) “) 
ER = inline( 2z^ 3-2x2zZ-5') 
F = inline(“besse1j(0,x) ) 


内 骨 对 象 可 以 作为 函数 的 函数 的 参数 ,就 像 


2z = fzerotx(F,，[0,pi]) 


这 人 么 使 用 。 内 垦 对 象 也 可 用 来 直接 计算 函数 的 值 , 下 面 是 一 个 例子 。 


residqdual = 了 (Z) 
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从 MATLAB 第 7 版 开始 , 内 典 对 象 将 被 一 个 更 强大 的 结构 代替 ， 称 为 匿名 函数 。 在 
MATLAB 第 7 版 中 , 仍 允 许 使 用 内 艇 对 象 , 但 推荐 使 用 匿名 函数 ,因为 它 能 生成 更 高 效率 的 
程序 代码 。 上 面 的 一 些 例子 变 为 


FE =@lt) cos(pixt) 
FE =@lz) z 3-2x2-5 
FE = @(X) besselj(0,X) 


这 些 对 象 称 为 匿名 函数 是 因为 类 似 


@(argumentS) exPpreSss1ion 


的 结构 定义 了 函数 句柄 , 但 并 没有 给 它 一 个 名 字 。 
M 文件 、 内 嵌 对 象 和 匿名 函数 , 可 以 定义 超过 一 个 输入 参数 的 函数 。 在 本 节 讨 论 的 问题 
中 , 这 些 附 加 参数 的 值 可 以 通过 fzerotx 传递 给 目标 函数 。 这 些 值 在 郴 数 求 根 的 迭代 过 程 中 
保持 不 变 , 因此 我 们 可 以 寻找 函数 值 为 特定 的 y 时 z 的 解 ， 而 不 仅仅 是 求 函 数值 为 零 的 解 。 
例如 , 考虑 方程 
Jo(CS) = 0.5 
在 MATLAB 第 6 版 中 , 定义 一 个 带 两 个 或 三 个 参数 的 内 骨 对 象 。 


E = inline('besselj(0,X) -YX YY ) 


或 
B = inline('besse1j (na,Xx)-y'，X'，' DY ) 126 
在 MATLAB 第 7 版 中 , 定义 一 个 带 两 个 或 三 个 参数 的 匿名 函数 。 
BE = @(X,Y) besSsel]j(0,X) -Y 

或 


B = @(X,n，y) bessel1]j (,X) -Y 


然后 ,执行 

Xi = ftzecotx(R,， [0,2]，.5) 
或 

Xi = 三 zerotxX(B,，[0,2],0,，.5) 
得 到 结果 为 


XI = 
1.5211 


在 图 4-2 中 , 用 'x' 标 记 了 上 述 解 对 应 的 点 (6,Jo(6))。 
在 MATLAB 第 6 版 中 , 可 以 使 用 feval 对 函数 参数 求 值 。 表 达 式 


feval(F,x,，...) 


等 价 于 


RE(X，..，.) 


它们 的 区 别 在 于 ,使 用 fteval 时 ， 人 允许 作为 一 个 被 传递 过 来 的 参数 。 在 MATLAB 第 7 版 
中 ，feval 就 不 再 需要 了 。 
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fzerotx 程序 开始 的 一 段 注释 内 容 如 下 。 


function b = fzerotx(PF,ab,varargin) ; 

#sPFZEROTX Textbook version of FZERO . 

千 X= ftzetotx(PF，[a,b]l) tries to find a zero of FE(X) betweeDn 
$ aanab Fla) and 了 F(b) must have opposite signs . 

# ffzerotXx eturns one endqpoint of a smal1l subinterval of 

$ [ab where F changes Sign. 

# Additional arguments，fzerotx(E,[a,b],pl,p2,，...)， 

多 are Dassed on，P(x,p1L,pP2，...) . 


第 一 段 代码 对 定义 搜索 区 间 的 变量 a、b 和 c 初始 化 , 在 初始 区 间 的 端点 处 对 函数 了 求 值 。 
己 = abl(1l)，; 
b = ab(2):; 
fa = feval(F,a,varargin{f :)}) ; 
fb = feval(F,b,vararginf :}); 
if sign(fta) == Sign(fb) 
erzor (Function must change Sign on the intervVal' ) 


下 面 是 主 循环 的 开始 。 在 每 次 迭代 步 的 开始 , 先 对 a、b 和 c 重新 排列 ,使 它们 满足 zeroin 算 
法 中 描述 的 条 件 。 


while tb ”= 0 


$ _ The three current points，a，b，anQ C，Satisfy: 

先 E (x) changes sign between a and Pb . 

多 abs(E(b)) <= abs(f(a)) . 

多 C = Previous b，so c might = a. 

$ The next Point is chosen fronm 

多 Bisection Point， (at+b) /2. 

多 Secant point determinedq by b andq c . 

多 Inverse quadratic interpolation Point determined 
多 by a，b，anQq c if they are distinct . 


if sign(fta) == Sign(fb) 
a= ci fta = fc:; 
Ga=b-cli e=d:; 


enaQ 
it abs (fa) < abs(ftb) 
CC = Pb; b = ay; = C; 
tc = fb; fb = fa; fa = fcy; 
end 


这 部 分 是 收敛 条 件 判 断 , 并 可 能 从 循环 中 退出 。 
m=0.5*(a - b):; 
tol = 2.0*epsxmax(abs(DpD),1.0); 
if (abs(m) <= tol) | (tb == 0.0)， 
Preak 
enaQ 
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王 一 部 分 代码 是 在 二 分 法 和 两 种 基于 插值 的 方法 间 进 行 选择 。 


g Choose bisection or interpolation 


if (abs(e) < tol) | (abs(fc) <= abs(fb)) 
ss Bisection 
QQ = iTn; 
ee = 中; 
elSe 
当 InterPolation 
S = fb/fc'; 
if (a == C) 
多 Tinear :interPpolation (SeCant) 
P=2.0xrnxS; 
G=1.0- 5S; 
人 LSe 
gs InVerse quadratic interpolation 
G = fc/fEa; 
zz = ftb/fa:; 
P=sr(2.0x*xmxqxr(dg -zi - (bb- clx(r- 1.0)):; 
d= (g-1.0)x*x(r- 1.0)*(S - 工 .0):; 
emnQ ; 


ifp>o0,GgG= -9 elsep= -Di end; 
$ IS intezrpolated Point acceptaDble 
if (2.0xp < 3.0xmxq - abeg(tolxG)) & (P < abs(0.5*xexdq)) 


e = Gd; 

Q = P/G; 
el1Sse 

Q = 了 和 nm; 

e = mr; 
enaQ:; 


enaQ 


最 后 一 部 分 代码 为 下 一 次 欠 代 步 计算 F。 

和 Next Point 

C = PP; 

fc = fby， 

if abs (Q) > 七 OL 
ppD=br+ad' 

elSse 
DbD=b- sigon(b-a)x*tol; 

enGQ 

fb = fteval(F,b,varargin{ :}); 

enaQ 


4.8 fzerogui 


M 文件 fzerogui 用 图 形 界面 显示 了 zeroin 算法 和 fzerotx 程序 的 执行 过 程 。 在 迭代 的 
每 一 步 , 用 户 有 机 会 用 鼠标 选择 下 一 个 点 的 位 置 , 其 中 , 一 直 包括 屏幕 上 显示 为 红色 的 区 间 
二 分 点 。 如 果 当 前 的 c、2 和 * 三 个 点 的 位 置 互 不 相同 时 , 会 显示 一 个 蓝 色 的 点 , 它 是 由 IQI 
算法 得 到 的 下 一 个 近似 解 。 当 a = c, 也 就 是 只 有 两 个 互 不 相同 的 点 时 ,屏幕 上 会 显示 由 割 线 
法 得 到 的 一 个 绿色 的 点 。 同 时 , 屏幕 上 也 会 用 一 条 虚线 画 出 f(z), 但 算法 并 不 “知道 "虚线 


oo 


己 
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上 的 其 他 函数 值 。 你 可 以 选择 任何 一 点 ,作为 下 一 个 近似 解 ， 而 不 一 定 遵循 zeroin 算法 选择 
二 分 点 或 插值 点 。 你 甚至 可 以 要 个 小 花招 , 直接 去 选择 虚线 与 坐标 轴 的 交点 。 

我 们 通过 为 贝 塞 尔 函 数 寻 找 第 一 个 零 解 , 来 演示 fzerogui 是 如 何 工 作 的 。 可 以 知道 
Jo(z) 的 第 一 个 局 部 极 小 值 在 z=3.83 附近 , 所 以 下 面 看 看 执行 


fzerogui ('besselj (0,x)“ [0 3.83]) 


后 开始 几 步 的 情况 。 
一 开始 ,c= 5， 所 以 有 区 间 二 分 点 和 制 线 交 点 两 种 选择 (如 图 4-3)。 





0 0.S 1 1.5 2 2.3 3 3.5 4 


图 4-3 在 初始 状态 , 选择 割 线 交 点 或 者 区 间 二 分 点 


如 果 选 择 割 线 点 , 那么 5 点 移 到 这 里 , 并 计算 zx=5 时 的 Jo(z)。 这 时 有 三 个 不 同 的 点 ， 
因此 下 一 步 在 区 间 二 分 点 和 IQI 算 法 得 到 的 点 之 间 选 一 个 (如 图 4-4)。 





4-4 选择 lQI 算法 得 到 的 点 或 者 区 间 二 分 点 
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如 果 选 择 IQI 算法 得 到 的 点 , 搜索 区 间 变 小 ,图形 用 户 界面 也 相应 地 放大 ,下 一 步 仍 须 在 
区 净 二 分 点 和 制 线 交 点 之 间 选 择 一 个 。 这 时 可 以 看 到 , 这 两 个 点 碰巧 非常 靠近 (如 图 4-5)。 





图 4-5 割 线 的 交点 和 区 间 二 分 点 基本 重合 了 


现在 , 你 可 以 选择 两 个 点 中 的 任何 一 个 , 或 者 也 可 以 选 靠近 它们 的 其 他 点 。 再 这 样 执行 
两 步 ， 区 间 不 断 缩小 并 达到 图 4-6 所 示 的 情形 。 这 是 算法 快 接近 收敛 时 出 现 的 典型 情况 ,， 画 
数 的 图 形 看 上 去 非常 像 一 条 直线 ， 而 割 线 交 点 或 IQI 算 法 得 到 的 点 远 比 区 间 二 分 点 更 理 近 要 
求 的 零点 。 从 这 里 可 以 看 出 ， 选择 割 线 法 或 IQI 算法 , 将 得 到 比 二 分 法 快 得 多 的 收 伍 过 程 。 

再 经 过 几 步 操作 , 使 函数 值 改 变 正 负 号 的 区 间 长 度 变 得 非常 小 (相对 于 原始 的 长 度 ),， 同 
时 算法 停止 , 将 最 后 得 到 的 2 作为 结果 返回 。 





图 4-6 接近 收敛 时 的 情景 
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4.9 寻找 函数 为 某 个 值 的 解 和 反 向 插值 


下 面 两 个 问题 看 起 来 非常 相似 : 

。 给 定 一 个 函数 F(z) 和 值 ), 求 站 使 得 F(S) = Ti; 

。 给 定 对 未 知 函 数 F(z) 采 样 得 到 的 一 些 数据 点 ( 浆 ， 次 ),， 以 及 一 个 值 7, 求 使 得 F(6)= 7 

对 于 第 一 个 问题 , 我 们 可 以 对 任意 的 z 计算 下 (z),， 因 此 可 以 使 用 一 个 函数 零 值 求解 器 ， 
求解 转换 后 的 函数 F(z)= F(z)- 7。 这 将 得 到 , 使 得 A6) =0, 因此 下 (6)=7。 

对 于 第 二 个 问题 , 我 们 需要 做 某 种 插值 。 解 决 这 个 问题 最 明显 的 办 法 ， 就 是 用 一 个 零 值 
求解 器 求解 FLz) = P(z) - 7, 其 中 P(z) 是 某 个 插值 机 数 ,比如 根据 pchiptx(xk， 环 ，x) 或 
splinetx(xkk， 冰 , x) 得 到 的 。 这 种 方法 通常 能 较 好 地 完成 目标 , 但 计算 代价 较 大 ,因为 零 值 
求解 器 要 反复 地 计算 插值 函数 的 值 。 利 用 本 书 所 带 的 程序 , 这 将 导致 多 次 计算 插值 函数 的 系 
数 和 反复 确定 合适 的 区 间 位 置 。 

对 有 些 情 况 , 更 好 的 一 个 办 法 是 反 向 播 值 (reverse interpolation)， 它 使 用 pchip 和 spline 算 
法 时 , 将 立 和 类 的 角色 进行 颠倒 。 这 个 方法 要 求 给 定 的 兴 上 共有 单调 性 , 或 者 至 少 的 某 个 
包含 目标 值 7 的 子 集 单调 。 按 这 个 方法 生成 出 另 一 个 分 段 多 项 式 , 记 为 Q(y)， 使 得 
Q(w)= 闷 。 这 样 就 没 必 要 使 用 函数 的 零 值 求 解 器 了 , 简单 地 在 y>= 7 处 计算 = Q(4y) 即 可 。 

如 何在 这 两 个 方法 中 进行 选择 ,主要 依赖 于 已 知 的 数据 是 否 能 很 好 地 用 分 段 多 项 式 插值 所 
表示 。 也 就 是 说 ,要 看 使 用 插值 时 是 把 zx 当成 独立 自 变 量 好 , 还 是 把 y 当成 独立 自 变 量 好 。 


4.10 最 优化 和 fmintx 


寻找 函数 最 大 值 、 最 小 值 的 工作 , 与 求 函数 的 零 解 紧密 相关 ,本 节 我 们 将 介绍 一 个 类 似 
于 zeroin 的 算法 , 它 可 找 出 一 个 单 变 量 函 数 的 局 部 极 小 值 。 问 题 的 定义 中 包括 一 个 函数 帮 z) 
和 它 所 在 的 区 间 [u ,8], 目标 是 求 一 个 zx 值 , 它 使 A(z) 在 给 定 区 间 上 达到 局 部 极 小 值 。 如 
果 这 个 函数 是 么 模 的 ,， 即 在 这 个 区 间 上 仅 有 一 个 局 部 极 小 , 那么 我 们 的 算法 就 可 以 找到 它 。 
但 如 果 有 多 个 局 部 极 小 , 这 个 算法 只 能 找到 其 中 一 个 ,而 这 一 个 也 未 必 是 整个 区 间 上 的 极 小 
值 。 此 外 , 区 间 两 端点 中 的 某 一 个 也 可 能 是 极 小 点 。 

不 能 使 用 区 间 二 分 法 。 既 便 我 们 知道 FLa)、F(2) 和 F((a+8)Z2) 的 值 ， 也 无 法 确定 该 
竺 弃 哪 半 个 区 间 ， 而 保证 剩 下 的 区 间 包 插 最 小 值 。 

将 区 间 三 等 分 的 方法 是 可 行 的 , 但 效率 不 高 。 令 =(b8-a)3, 则 xx=a+ 关 和 zm=8 一 
六 将 区 间 分 为 三 等 份 。 假 设 我 们 发 现 fF(x)< F(v), 那么 可 以 用 v 的 值 代替 0， 从 而 将 区 间 
长 度 缩短 为 原来 的 三 分 之 二 ， 同 时 仍 保 证 缩小 后 的 区 间 包 括 极 小 值 。 然 而 , 由 于 * 在 新 区 间 
的 中 点 处 , 它 在 下 一 步 将 没有 用 , 这 样 每 一 步 都 需要 计算 函数 值 两 次 。 

类 似 于 二 分 法 , 求 最 小 值 的 自然 算法 是 黄金 分 割 (golden section) 搜 索 , 它 的 主要 思想 如 
图 4-7 所 示 , 其 中 a=0、8=1。 令 AhA=p(2-a)，po 为 比 
1/3 略 大 的 量 , 我 们 将 介绍 如 何 确定 它 。 然 后 , 点 = 4 上 -一 才 
+ 户 和 zwm=- 记 将 区 间 分 为 三 个 不 等 长 的 部 分 。 下 面 第 。 aa v 1 
一 步 是 计算 F(x) 和 F(z)。 假 设 我 们 发 现 fF(x)< Fu)， 
那么 极 小 点 就 应 该 在 c 和 v 之 间 , 需要 将 9 替换 为 w 并 | 一 
重复 上 面 的 过 程 。 如 果 选 择 了 一 个 正确 的 o 值 , 使 点 x 
的 位 置 正好 合适 ， 可 在 下 一 步 中 使 用 。 这 样 ， 除 第 一 步 4-7 黄金 分 市 搜索 
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外 ,后续 每 步 计算 都 只 需 计 算 一 次 函数 值 。 
定义 这 个 p 值 的 方程 为 
_O 1-2 
工 一 p 工 
或 者 
2 -3o+1T=0. 
方程 的 解 为 
po=2-8=(3-vV5)L2 0.382 
这 里 上 是 黄金 分 割 比 , 我 们 在 本 书 的 第 1 章 中 , 曾 通过 它 介 绍 MATLAB 的 使 用 。 
使 用 黄金 分 割 搜索 , 区 间 的 长 度 随 每 步 计算 ， 以 &- 1s0.618 的 比例 缩小 。 经 过 


二 52 75 

log2(8 一 1) 
步 后 , 区 疗 的 长 度 将 大 致 减 小 为 原始 长 度 的 eps 倍 , 这 个 eps 是 IEEE 双 精 度 浮 点 数 计算 例 
人 误差 的 大 小 。 

经 过 开始 的 一 些 步 后 , 通常 有 足够 的 历史 信息 , 给 出 区 间 内 三 个 不 同 的 点 ， 以 及 对 应 的 
函数 值 。 如 果 由 这 三 个 点 插值 产生 的 抛物 线 的 极 小 值 点 落 在 这 个 区 间 内 , 那么 下 一 个 点 通常 
选择 这 个 极 小 值 点 ， 而 不 是 区 间 的 黄金 分 割 点 。 黄 金 分 割 搜索 和 抛物 线 揪 值 相 结 合 , 提供 了 
一 个 一 维 优化 问题 的 可 靠 而 有 效 的 求解 方法 。 . 

最 优化 搜索 过 程 停 止 判 据 的 设置 是 需要 技巧 的 。 在 F(z ) 的 极 小 值 点 ,一 阶 导数 广 (z) 
为 零 。 因 此 在 极 小 值 点 附近 ，F(z) 近 似 于 一 个 没有 一 次 项 的 二 次 函数 

Frz)sat+a(-c) 二 … 
函数 极 小 值 发 生 在 z= c 处 , 并 且 其 值 为 F(c) = c。 如 果 垃 靠近 c, 比如 zs*c+g8 而 8 很 小 ， 
那么 
FOz)sa+86? 

当 计算 函数 值 时 ，z 上 的 微小 改变 会 被 平方 。 如 果 ae 和 4 都 不 等 于 零 , 上 且 大 小 差不多 , 那么 
停止 判 据 中 应 该 包括 sqrt(eps),， 因为 x 上 任何 更 小 的 改变 都 不 会 影响 Az) 的 值 。 但 如 果 a 
和 上 尹 有 不 同 的 数量 级 , 或 xc 和 c 中 有 一 个 近似 于 零 , 那么 使 用 eps 乘 以 区 间 长 度 比 sqrt 
(eps) 更 为 合适 。 

MATLAB 中 有 一 个 函数 的 函数 甸 inbnd, 它 使 用 黄金 分 割 搜索 和 抛物 线 播 值 相 结 合 的 方 
法 求 单 实 变量 、 单 实 值 函数 的 局 部 极 小 值 。 这 个 函数 基于 Richard Brent 写 的 一 个 Fortran 子 
程序 [12]。MATLAB 中 还 有 另 一 个 函数 的 函数 fminsearch， 它 使 用 一 种 称 为 NelderMeade 
单纯 形 的 算法 来 求 一 个 多 实 变量 、 单 实 值 函数 的 局 部 极 小 值 。MATLAEB 中 的 最 优化 工具 盒 ， 
收集 了 一 些 求 解 其 他 种 类 优化 问题 的 程序 , 它们 包括 有 约 东 优化 、 线 性 规划 以 及 大 规模 稀 朴 
优化 问题 。 

与 本 书 配套 的 NCM 程序 包 中 有 一 个 函数 f 甸 intx， 它 是 fminbnd 的 简化 版 本 。 简 化 措施 
之 一 是 有 关 停 止 判 据 的 ， 当 区 间 长 度 小 于 指定 参数 tol 时 , 就 停止 搜索 过 程 。tol 的 默认 值 
为 10-6。 在 完整 的 fminbnd 程序 中 使 用 了 更 复杂 的 停止 判 据 ,， 其 中 包含 了 对 z 和 .FA(z ) 的 相 
对 的 、 和 绝对 的 阔 值 设 定 。 

MATLAB 的 denmos 目录 下 ,有 一 个 名 为 hamps 的 函数 , 它 用 于 演示 MATLAB 中 绘图 、 
积分 和 方程 求 根 的 有 关 命令 。 这 个 函数 的 表达 式 为 
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1 二 1 
(z-0.3) +0.01 (zz-0.9) +0.04 





六 ( 工 ) 三 
使 用 命令 


FE = inline('“-humps(x) ') ， 
fmintx(E, -1 2,1.e-4) 


按 如 下 的 输出 一 步 步 搜索 humps 函数 的 极 小 值 , 搜索 点 同时 示 于 图 4-8。 可 以 看 到 , 在 第 二 、 
三 、 七 步 使 用 的 是 黄金 分 割 搜索 ,而 当 搜索 靠近 极 小 值 点 时 ,就 完全 使 用 抛物 线 插 值 方法 了 。 








Sep 式 E (Xx) 
nit : 0.1458980337 -25.2748253202 
GolaQ: 0.8541019662 -20.9035150009 
golQ: -0.2917960675 2.5391843579 
DaLa: 0.4492755129 -29.0885282699 
Patra: 0.4333426114 -33.8762343193 
Pazra: 0.3033578448 -96.4127439649 
gold: 0.2432135488 -71.7375588319 
Dara: 0.3170404333 -93.8108500149 
Patal: 0.2985083078 -96.4666018623 
Para : 0.3003583547 -96.5014055840 
PaLa: 0.3003763623 -96.5014085540 
1 para: 0.3003756221 -96.5014085603 














图 4-8 “寻找 -humps(x) 的 极 小 值 


习题 


4.1 使 用 命令 fzerogui, 在 给 定 的 区 间 内 寻找 下 列 函 数 的 零 值 点 。 能 看 到 一 些 有 趣 的 、 或 
不 寻常 的 现象 吗 ? 
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4.2 


4.3 


4.4 
4.3 


4.06 
4.7 


4.8 


4.9 





Z3 一 2z -5 [0,3] 
Sin 并 [1,4] 
2z3 一 0.001 [一 1,1] 
log(z +2743) [0,1] 
sign(z -2)vz 一 21 [1,4] 
atan( 工 ) 一 /3 [0,5] 
1A 人 z 一 T) [0,5] 


这 里 有 关于 数值 方法 历史 的 一 点 注 记 。 当 Wallis 第 一 次 在 法 国 科 学 院 报 告 牛 顿 法 时 ， 
他 使 用 了 多 项 式 
Z3 一 2z 一 和 
这 个 多 项 式 在 zx=2 和 zz=3 之 间 有 一 个 实数 根 , 此 外 还 有 一 对 复 共 斩 根 。 
(a) 使 用 符号 工具 盒 , 求 这 三 个 根 的 符号 表达 式 。 注 意 : 得 到 的 结果 并 不 是 很 漂亮 的 ， 
请 将 它 转换 成 算术 值 。 
(b) 使 用 MATLAB 中 的 roots 冰 数 , 求 所 有 三 个 根 的 数值 解 。 
(c) 使 用 fzerotx 函数 求实 数 根 。 
(d) 使 用 初始 值 为 一 个 复数 的 牛顿 法 来 求 一 个 复数 根 。 
(e) 二 分 法 能 用 于 求 复 数 根 吗 ? 为 什么 ? 
下 面 这 个 三 次 多 项 式 ， 有 三 个 非常 靠近 的 实数 根 ; 
轧 ( 过 ) = 816xz3 - 3835$z2 + 6000z - 3125 
(a) 函数 户 的 零 解 的 准确 值 是 什么 ? 
(b) 画 出 区 间 1.43 委 z 生 1.71 内 如 (z) 的 图 形 ,， 显 示 这 三 个 根 的 位 置 。 
(c) 以 初始 值 zxo=1.5 开始 , 牛顿 法 后 续 怎 么 执行 ? 
(d) 以 初始 值 xo=1 和 zli=2 开 始 , 割 线 法 后 续 怎 么 执行 ? 
(e) 从 区 闻 [1, 2] 开 始 , 二 分 法 怎么 执行 ? 
(f) fzerotx(p，[1,，2]) 的 执行 结果 如 何 ? 为 什么 ? 
什么 条 件 使 fzerotx 停止 运行 ? 
(a) fzerotx 如 何在 二 分 点 和 播 值 点 间 选 择 作为 下 一 步 的 迭代 的 取 值 ? 
(b) 为 什么 选择 时 要 考虑 量 tol 的 值 ? 
请 推导 fzerotx 中 对 应 IQI 算法 所 使 用 的 公式 。 
为 求 函 数 Jo(z) 在 区 间 0 和 zx 委 r 上 的 零 解 ,可 能 会 用 下 述 命令 
zZ = fzerotx((@Obesselj, [0 pi]j，0) 
这 里 对 函数 句柄 和 fzerotx 的 使 用 都 是 正确 的 , 但 它 得 到 结果 为 > = 3.1416。 为 什么 ? 
请 考察 对 函数 
z)=sign(z-a)vz-al 
使 用 割 线 法 求 零 解 时 出 现 的 情况 。 
求 满足 方程 立 二 tanw 的 前 十 个 正 数 解 z。 


4.10 〈a) 计算 函数 Jo(z) 的 前 十 个 零 解 。 可 以 使 用 本 章 给 出 的 Jo(z) 曲 线 图 , 估计 它们 的 位 置 。 


(b) 计算 第 二 类 零 阶 贝 塞 尔 函 数 Yo(z) 的 前 十 个 零 解 。 
(c) 计算 满足 方程 Jo(z)= Yo(z), 且 在 0 和 10 rr 之 间 的 所 有 解 z。 
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4.12 


4.13 


(d) 作 一 个 合成 图 , 其 中 包括 区 间 0 过 z 委 10 < 上 Jo(z) 和 Yo(z) 的 函数 曲线 、 这 两 个 
函数 前 十 个 零 解 、 以 及 它们 曲线 之 间 的 交点 。 
T 函数 由 积分 


PCz+ 1 = | dt 


所 定义 。 采 用 分 部 积分 公式 ， 可 以 推导 并 证 明 , 当 z 为 整数 时 T(z) 的 值 与 阶乘 函数 
FFC +1) = 7 

完全 一 致 。 可 见 T(z) 和 2 一 样 增长 很 快 , 甚至 对 于 不 太 大 的 zx 和 2 它们 都 会 造成 

浮 点 数 上 溢出 。 因 此 为 了 方便 , 通常 使 用 这 些 函 数 的 对 数 进行 运算 。 

MATLAB 函数 gamna 和 gammaln 分 别 计算 PT(z) 和 logF(z), 而 ?1! 可 方便 地 由 

prod(1: mn) 


计算 。 由 于 很 多 人 希望 有 一 个 名 为 factorial 的 函数 计算 阶乘 ,所 以 MATLAB 也 提 

供 了 这 个 函数 。 

(a) 允许 FTC +1) 和 21! 可 以 用 双 精 度 浮 点 数 准 确 表 示 的 最 大 的 ”是 多 少 ? 

(b) 允许 T(z+ID 和 2! 用 双 精 度 浮 点 数 近似 表示 ， 同 时 不 造成 上 溢出 的 最 大 的 ”是 
多 少 ? 


Stirling 近似 是 对 logFr(z+ 革 的 经 典 估计 : 
logF(z +1) 一 zlog(z) 一 工 十 二 log(2rz) 
Bill Gosper [30] 指 出 一 个 更 好 的 近似 公式 是 
logr(z + 1) 一 zlog(z) - x+ 寺 log(2rz + r/3) 


这 两 个 近似 公式 的 精确 度 都 随 z 的 增 大 而 提高 。 

(a) 当 过 =2，Stirling 近似 和 Gosper 近似 的 相对 误差 分 别 是 多 少 ? 

(b) 要 使 Stirling 近似 和 Gosper 近似 的 相对 误差 小 于 10-“, z 分 别 要 取 到 多 大 的 值 ? 
程序 语句 

Y=2:.01:10; 

Xx = gammaln(y) ; 

DP1lLlot (xyY) 


生成 logr 函数 的 反 函 数 的 图 。 
(a) 编写 一 个 MATLAEB 函数 gammalninv, 来 计算 任意 z 对 应 的 这 个 反 函 数 的 值 。 也 
就 是 说 ， 对 给 定 的 客 ， 


Yy = gammalninv(X) 


计算 出 Y, 使 得 gammaln(y) 等 于 xo 
(b) 对 这 个 函数 来 说 ，z 和 y 的 合适 的 取 值 范围 分 别 是 什么 ? 
下 面 给 出 一 个 表 , 它 反映 了 一 辆 假想 的 汽车 以 速度 v 行驶 时 ,突然 刹车 后 还 将 滑行 的 
距离 2。 
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4.15 


ms) dm) 


0 0 
10 S 
20 20 
30 46 
40 70 
350 102 
60 1S3 


如 果 要 求 这 辆 车 在 刹车 后 最 多 再 滑行 60 m, 请 问 对 它 行 驶 速度 的 限制 是 多 少 ? 用 下 
面 三 种 方法 计算 这 个 速度 。 
(a) 分 段 线性 插值 ， 
(b) 使 用 pchiptx 进行 分 段 三 次 插值 ， 
(c) 使 用 pchiptx 进行 逆 分 段 三 次 插值 。 

由 于 提供 的 数据 性 质 很 好 ， 这 三 种 方法 的 结果 将 非常 接近 , 但 也 不 完全 相同 。 
行星 轨道 的 开 善 勒 模型 中 包含 一 个 量 : 偏心 近 点 角 瓦 ,， 它 满足 方程 

AM = 上 一 esn 丘 

其 中 M 是 平均 近 点 角 ， 而 e 为 轨道 的 偏心 率 。 在 本 习题 中 ，M 和 e 的 取 值 分 别 为 
AM=24.85$1090 和 e=0.1。 
(a) 使 用 fzerotx 求 解 下 。 你 需要 创建 一 个 含 三 个 参数 的 内 妖 函 数 : 


FE = inline(' 卫 - exSin(E) - MB ， Me ) 
并 将 MXM 和 e 作 为 附加 参数 提供 给 fzerotx。 
(b) 一 个 计算 厂 的 更 “准确 "的 公式 为 
忆 =M+2>， 二 J。(me)sin(mmM) 
殉 =1 


其 中 万 (z) 为 第 一 类 zm 阶 贝 塞 尔 函 数 。 请 使 用 这 个 公式 、 以 及 MATLAB 中 函数 

besselj(m,，x) 计 算 下 。 计 算 时 需要 使 用 上 述 公 式 中 的 多 少 项 ? 这 样 得 到 的 五 与 

用 fzerotx 得 到 的 值 相 比 ,如 何 ? 
必须 采用 措施 不 让 城市 水 管 于 线 冻 结 。 假 设 土壤 的 性 质 是 均匀 的 ， 当 寒流 持续 时 间 为 
上 时 , 距离 地 面 下 z 处 的 温度 T(z， 罗 近似 为 

T(zy,t) -个 
五 -去 一 ed 二 

这 里 个 是 常数 ,为 寒冷 季节 的 地 面 温 度 ，T 是 寒流 到 来 前 初始 的 土壤 温度 ，c 是 土 
壤 的 热传导 系数 。 如 果 z 单位 是 米 (m) , 上 的 单位 是 秒 (s), 则 c =0.138.10- mAs。 
令 =20，T= -1 和 ,并 记 住 在 0 尼 时 水 将 结 冰 。 请 用 fzerotx 计算 水 管 应 埋 
于 地 下 多 深 处 ， 以 保证 在 上 述 条 件 下 至 少 60 天 后 水 管 不 冻结 。 
修改 fmintx 程序 , 使 它 具 备 类 似 于 4.10 节 末 尾 处 的 打印 和 图 形 输出 功能 ,然后 重新 
生成 图 4-8 所 示 的 对 - humps(x) 函 数 的 运行 结果 。 
令 F(z)=9z-6z+2，F(z) 实 际 的 极 小 值 点 是 什么 ? 采用 郑 数 fmintx 计算 出 的 结 
果 , 与 实际 极 小 值 点 有 多 接近 ? 为 什么 ? 
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4.19 


4.21 


4.22 


从 理论 上 说 ，fmintx(@cos，2,，4，eps) 将 返回 值 pi。 实 际 得 到 的 结果 与 pi 有 多 接 
近 ? 为 什么 ? 另 一 方面 , fmintx(@cos, 0, 2* pi) 的 运行 结果 恰好 是 pi, 这 又 是 为 什 
人 么 ? 

如 果 执 行 函数 fmintx((@BE,，a, b, tol) 时 让 tol = 0, 其 中 的 迭代 会 一 直 运 行 下 去 吗 ? 
为 什么 ? 

下 面 是 fmintx 程序 代码 的 一 部 分 , 请 根据 它 推 导 其 中 所 采用 的 抛物 线 插值 进行 极 小 
化 所 对 应 的 公式 。 


xz= (X-w)x(ftx- ffv):; 
G= (X-v)x(ftx-Ew)， 
DP=(xX-V)xGd- (X-W)*I; 
S=2.0x(9- 工 ); 
ifs>0.0，P=-P;end 
S=abs(Ss): 

多 Is the parabola acceptable? 
Para = ( (abs(pP)<abs(0.5*xSxe)) 

&P>Ssr(a-x))&(P<Sx(D-X)))， 

ft Paza 

e=Q; 

Q =P/s:; 

Dewx =X+Q; 

emnd 


令 F(z)=sin(tanz) 一 tan(sinz)，0 委 z 委 ro 


(a) 画 出 F(z) 的 郴 数 曲线 图 。 

(b) 为 什么 计算 F(z) 的 极 小 值 会 比较 困难 ? 
(c) 用 fmintx 算 出 的 F(z) 的 极 小 值 是 多 少 ? 
(d) 当 z 一 r 和 2 时 ， 帮 z) 的 极限 值 是 多 少 ? 
(e) 函数 F(z) 的 gz 或 唐 fmazm 是 什么 ? 





第 5 章 ， 最 小 二 乘法 


术语 最 小 二 乘法 (least squares) 指 的 是 ,常用 于 求解 一 个 超 定 的 、 或 近似 求解 一 个 不 完全 
精确 的 线性 方程 组 系统 的 方法 。 最 小 二 乘法 仅 对 剩余 的 平方 和 进行 最 小 化 ,而 不 是 直接 求解 
方程 本 身 。 

最 小 二 乘法 作为 一 种 评价 标准 有 着 重要 的 统计 意义 。 如 果 误 差 的 随机 分 布 满足 适当 的 假 
设 , 那么 通过 最 小 二 乘法 就 能 得 到 参数 的 最 大 似 然 (maximum-likelihood) 估 计 。 即 使 不 满足 
适当 的 误差 分 布 假定 , 长 期 的 经 验 也 表明 最 小 二 乘法 能 产生 有 用 的 结果 。 

计算 线性 最 小 二 乘 问题 的 主要 技术 基于 抢 阵 的 正 交 分 解 。 


5.1 模型 和 曲线 拟 合 


最 小 二 乘 问题 的 一 个 常见 来 源 是 曲线 拟 合 。 令 上 是 一 个 独立 变量 ，y(t 是 我 们 想 近似 的 
一 个 关于 z 的 未 知 函 数 。 如 果 我 们 已 经 有 了 zz 个 观测 值 (observations)， 例 如 在 zz 个 给 定 的 
t 值 对 应 的 > 值 : 

和 二 区 在) 三 1，，71 
其 基本 思想 是 用 ”个 基 邓 数 (basis functions) 的 线性 组 合 来 近似 y(t): 
yt)sg 罗 (十 二 Bt 
这 样 我 们 得 到 了 一 个 xz 的 设计 给 阵 (design matrix)X: 
Ci 一 内 ( 码 ) 
这 个 矩阵 的 行 数 比 列 数 多 。 用 和 扼 阵 向 量 的 形式 来 描述 这 个 模型 则 是 
ysAAXP 

这 里 的 六 表示 近似 等 于 的 意思 。 下 一 节 将 更 加 详细 的 讨论 这 种 近似 程度 的 衡量 标准 问题 , 最 
小 二 乘 是 其 中 一 种 重要 的 衡量 标准 ,也 是 我 们 这 一 章 着 重 讨论 的 。. 

基 函 数 贞 (z) 可 以 是 关于 上 的 非 线 性 函数 ， 但 是 未 知 的 参数 有 在 模型 中 是 线性 的 。 这 个 

线性 方程 组 

XpAy 
是 超 定 的 (overdetermined) ， 因 为 通常 方程 数 比 未 知 数 的 个 数 要 多 。MATLAB 的 反 斜 线 操作 
符 可 以 直接 求 出 这 样 的 超 定 系统 的 最 小 二 乘 解 。 

beta=XNY 

基 郴 数 中 可 能 还 有 一 些 非 线性 参数 cl ,…，,ay 需要 确定 。 既 含有 线性 参数 又 含有 非 线性 
参数 的 拟 合 问题 称 之 为 可 分 离 (separable) 问 题 : 

yi)sBI 轴 (人 ta) 二 二 Bta) 
这 样 设 计 和 矩阵 就 和 t 和 ma 有 关 了 : 
一 贞 (,a) 
可 分 离 问 题 可 以 通过 反 斜 线 操作 符 和 MATLAB 优化 工具 包 中 的 fminsearch 函数 来 求解 。 新 
的 曲线 拟 合 工具 箱 中 包含 了 一 个 求解 非 线性 拟 合 问题 的 图 形 交 互 接口 。 
几 个 常用 的 模型 包括 : 
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。 直线 : 如 果 模 型 是 关于 参数 + 的 线性 函数 ,这 就 是 一 条 直线 ; 
y(t=pBir+ 

*。 多 项 式 : 系数 5 以 线性 方式 出 现 。MATLAB 中 多 项 式 按照 降序 排列 ; 

大 (t) 三 如 7 一， 

y(t)szpBP + 十 BE+ 记 
MATLAB 函数 polyfit 通过 设 定 设计 和 矩阵 和 反 斜 线 操作 符 来 计算 拟 合 系数 ,得 到 最 小 

二 乘 的 多 项 式 拟 合 结果 。 

*。 有 理 函 数 : 分 子 中 的 系数 是 线性 的 ， 而 分 母 中 的 系数 则 是 非 线性 的 : 





_ 如 
贞 () 一- 1 证 
和 二 Bt+B 
y(L)s- iT 二 -Ta 二 ao 
。 指数 ; 衰变 率 ))， 是 非 线性 形式 ， 
网 (t)=e 好 
(DBie-it Be 
。 对 数 线性 : 如 果 只 有 一 个 指数 项 , 两 边 取 对 数 后 可 以 转化 成 线性 模型 , 但 拟 合 的 目标 
函数 也 发 生 了 变化 : 
(DR 天 et 
ljogy 汪 Bt+ pwithp = 和 ,p2=]log 开 
。 高 斯 : 均值 和 方差 均 是 非 线 性 的 : 
及 (= 
y(DsBie-( Be) 
5.2 范 数 
剩余 (residuals) 指 的 是 观测 值 和 模型 值 之 间 的 差 : 
二 Ji 一 pg (na), 一 工 …… ,7 
或 者 用 竹 阵 向 量 的 形式 表示 为 ， 


rr 一 y-X(Ca)p8 
我 们 希望 剩余 尽 可 能 小 。 这 里 的 “小 ”的 标准 是 什么 呢 ? 或 者 说 前 面 提 到 的 宇 含义 如 何 
呢 ? 有 以 下 几 种 情况 : 
。 插值 : 如 果 未 知 参数 的 个 数 与 观测 值 个 数 相同 ,， 则 我 们 希望 剩余 为 零 。 对 于 线性 问 
题 , 这 表明 mm = 2”， 设计 和 抢 阵 X 为 方 阵 。 如 果 X 非 奇 异 , 则 系数 8 可 以 通过 求解 线 
性 方程 组 得 到 
pB=XAN\y 
。 最 小 二 乘法 : 最 小 化 剩余 的 平方 和 : 


| -| 2 = - 六 
。 加 权 最 小 二 乘法 : 如 果 某 些 观测 值 比 其 他 的 更 加 重要 或 者 更 加 精确 ， 那么 我 们 可 以 给 
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不 同 观测 值 施 加 不 同 权 值 w， 并 最 小 化 加 权 的 最 小 二 乘 问题 : 


上 多 = > roir? 
例如 ,如 果 第 ; 次 观测 值 的 误差 约 为 e， 则 可 以 选择 ww =]1vei。 
任何 可 以 求解 不 加 权 最 小 二 乘 问 题 的 算法 ,都 可 以 用 来 求解 加 权 最 小 二 乘 问题 , 只 需要 [143| 
对 于 设计 和 矩阵 和 观测 值 的 数值 进行 一 些 比例 上 的 调整 。 简 单 的 把 wx 和 X 的 第 ; 行 都 乘 以 
即 可 。 在 MATLAB 中 这 样 实现 ， 


区 
区 


Qiag(w)*X 
Qiag (Ww) *yY 


才 目 


一 范 数 : 最 小 化 剩余 的 绝对 值 之 和 : 


站 -1 = > ，| 六 1 
这 一 问题 可 以 重 写 为 一 个 线性 规划 问题 , 但 这 和 最 小 二 乘 问题 相 比 要 更 难以 求解 。 最 终 
计算 出 的 系数 对 于 局 外 (outliers) 数 据点 不 敏感 。 
。 无 穷 范 数 : 最 小 化 剩余 的 绝对 值 的 最 大 分 量 : 
上 二 max| 六 | 
这 也 被 称 之 为 切 比 雪夫 拟 合 , 也 可 以 转化 为 线性 规划 问题 。 切 比 雪夫 拟 合 在 数字 滤波 器 
设计 中 有 广泛 应 用 , 也 是 数学 函数 库 中 经 常 采用 的 近似 策略 。 
MATLAB 的 优化 工具 箱 和 曲线 拟 合 工具 箱包 括 了 求解 最 小 化 一 范 数 和 无 穷 范 数 问题 的 
函数 。 但 本 书 只 讨论 最 小 二 乘 问题 。 


5.3 censusgui 


NCM 程序 包 中 的 censusgui 程序 中 ,有 几 个 不 同 的 线性 模型 。 下 面 的 数据 是 美国 统计 
局 统计 的 从 1900 年 到 2000 年 的 美国 总 人 口 数 。 单 位 是 百 万 人 。 


t Y 
1900 75 .995 
1910 91 .972 


1900 105 .711 
1930 123 .203 
1940 131.669 
1950 150.697 
1960 II79 .323 
1970 203 .212 
1L980 226.505 
1990 249.633 
2000 281 .422 


拟 合 的 任务 是 ,要 对 人 口 的 增长 建 模 并 且 预 测 2010 年 的 人 口 数 。censusgui 程序 的 默认 
模型 是 一 个 关于 时 间 : 的 三 次 多 项 式 : 
yp0+TP2 庆 +pD3t+P 
其 中 有 四 个 未 知 的 参数 。 
从 数值 上 考虑 , 用 # 的 寡 作 为 基 天 数 不 是 很 合适 。 因 为 z 的 数值 在 1900 到 2000 之 间 ， 
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设计 和 矩阵 很 病态 , 各 列 接近 线性 相关 。 一 种 改进 策略 是 先 对 上 做 如 下 线性 变换 
3 三 (it 一 19S0)7/S0 
这 样 , 新 的 变 元 * 就 在 -1 与 1 之 间 , 改进 后 的 模型 为 : 
yzp TPR +TBst+B4 

这 样 一 来 新 的 设计 和 矩阵 条 件数 大 大 改善 。 

图 5-1 显示 了 采用 软 认 的 三 次 多 项 式 来 拟 合 人 口 数据 的 图 。 可 以 看 出 2010 年 的 外 推 预 
测 值 是 可 信 的 。 程 序 界 面 中 的 按钮 允许 用 户 来 选择 拟 合 多 项 式 的 害 次 。 宕 次 越 高 , 拟 合 显得 
越 精 确 , 在 拟 合 的 观测 点 上 的 误差 越 小 , 但 这 种 精确 意义 不 大 ,因为 可 能 在 拟 合 点 之 间 曲 线 
变化 较 激 烈 , 不 能 完全 反映 变化 趋势 。 

预测 2010 年 美国 人 口 





1900 1920 1940 1960 1980 2000 
时 间 / 年 


图 $-1 ”censusgui 


censusgui 程序 界面 中 还 允许 用 户 选择 采用 spline 或 pchip 的 捅 值 方式 进行 对 数 线性 的 
拟 合 。 
yeKei 
然而 ,censusgui 程序 并 不 能 回答 一 个 重要 的 问题 :“ 哪 个 模型 是 最 佳 的 模型 ?" 这 要 由 使 
用 者 来 选择 和 决策 。 


5.4 Householder 反射 


Householder 反射 是 灵活 有 效 的 数值 算法 中 采用 的 矩阵 变换 。 本 章 中 采用 Householder 反 
射 来 求解 最 小 二 乘 问题 。 后 面 的 章节 还 会 使 用 它 来 求解 特征 值 和 奇异 值 问题 。 
Householder 反射 是 指 形 如 下 式 的 拖 阵 ; 
瓦 = 了 一 out 
其 中 x 是 任意 的 非 零 向 量 ，o =27| zx 和。zx7 是 一 个 秩 一 矩阵 ,其 每 一 列 都 是 x 的 倍数 ， 
每 一 行 都 是 x: 的 倍数 。 合 成 矩阵 五 既是 对 称 惩 阵 也 是 正 交 矩阵， 即 满足 : 
ET= 万 
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和 
五 JI 万 = 本 =T 
在 实际 应 用 中 , 并 不 显 式 的 构造 出 五 。 而 是 用 下 式 计 算 互 作用 在 向 量 z 上 的 结果 : 
_ 了 
一 PUT 


孚 zz 三 工 一 TU 
从 几何 意义 上 来 说 ,向量 z 首先 被 投影 到 zx 方向 上 ,然后 再 从 向 量 z 中 减 去 投影 的 
两 倍 。 
图 $-2 显示 了 向 量 x， 以 及 和 它 垂直 的 向 量 xx， 。 图 中 还 显示 了 向 量 z 和 y, 及 它们 在 变 
换 和 矩阵 互 作用 下 得 到 的 镜像 ， 瑟 xz 和 囊 y。 这 里 的 镜像 是 关于 “1 而 言 的 。 对 于 任意 的 向 量 z 
和 镜像 Hz ,它们 的 角 平 分 线 





图 $S-2 ”Householder 反射 


工 -(r[2)zx 
在 wx1 上 。 在 多 维 空间 中 ,，v ! 是 垂直 于 * 的 平面 或 超 平面 。 
图 5-2 还 显示 了 ,如果 向 量 w 是 在 向 量 = 和 某 一 坐标 轴 夹 角 的 平分 线 上 , 则 镜像 Hz 落 
在 该 坐标 轴 上 ,此 时 瑟 z 只 有 一 个 分 量 非 零 。 和 矩阵 互 是 正 交 阵 , 正 交 变 换 不 改变 向 量 的 长 [146 
度 , 所 以 于 rz 的 非 零 分 量 就 是 + || z | 。 
对 于 给 定 的 向 量 z, 使 向 量 在 变换 后 只 有 第 & 个 分 量 非 零 的 Householder 反射 可 以 这 样 
给 出 : 
oa= 士 | zj 
2 二 并 十 GeER 
o=2Z|‖zx =1/ce) 
互 =T-pouL 
如 果 不 考虑 舍 人 误差 ,，c 的 工 负 号 可 以 任 选 , 得 到 的 媚 z 可 能 在 第 & 维 坐标 轴 的 正 轴 或 
负 轴 上 。 如 果 考 虑 伟人 误差 的 影响 ,最 好 按照 如 下 的 原则 来 选取 ve 的 正 负 号 : 
signa 二 Sign 
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这 样 zx + c 就 是 加 法 而 不 是 减法 了 。 
5.5_QR 分 解 


如 果 所 有 参数 是 线性 的 , 而 且 观 测 的 次 数 比 基 函 数 的 个 数 多 , 则 是 一 个 线性 最 小 二 乘 问 
题 。 设 计 矩 阵 是 mm xy 且 >2。 待 求解 的 方程 组 是 : 
Xpy 
这 是 一 个 超 定 的 线性 系统 ,因为 等 式 数 比 未 知 数 多 , 所 以 精确 求解 是 不 可 能 的 。 但 是 这 
个 系统 可 以 用 最 小 二 乘法 求解 ， 





mine | X8 一 >| 
求解 超 定 方程 组 的 理论 方法 是 ,首先 等 式 两 边 乘 以 XT , 将 其 转化 为 法 方程 , 使 此 线性 系 
统 的 系数 矩阵 变 为 上 xz 的 方 阵 : 
XITX8= XTy 
如 果 观 测 点 个 数 很 多 比如 有 上 千 个 , 但 只 有 很 少 的 参数 , 那么 设计 和 矩阵 X 很 大 , 但 矩阵 
1 XIX 很 小 。 上 式 把 y 投影 到 了 X 的 列 向 量 张 成 的 子 空 间 。 如 果 基 函数 不 相关 , 则 XIX 非 奇 
异 , 这 种 方法 可 进一步 求 出 8。 





8= (XIX)-LXTy 
上 面 的 公式 在 很 多 统计 和 数值 方法 的 教科 书 中 都 出 现 过 。 然 而 , 这 种 方法 有 几 个 缺陷 。 
通过 和 矩阵 求 逆 来 求解 线性 方程 组 ， 和 用 高 斯 消 元 求解 相 比 , 代价 高 , 精度 反而 低 。 更 关键 的 
是 ,法 方程 的 系数 矩阵 比 原 方程 的 系数 矩阵 要 病态 得 多 。 事 实 上 ,系数 矩阵 的 条 件数 变 成 了 
原来 的 平方 : 
K(XIX)=A(X) 
如 果 采 用 有 限 精度 体系 运算 , 即使 X 的 列 线性 无 关 , 法 方程 的 系数 矩阵 X7X 仍 可 能 奇 
异 ,， 从 而 道 (XIX) -! 不 存在 。 
举 一 个 极端 的 例子 , 考虑 这 样 的 设计 和 撼 阵 : 


惟一 








1 
0 
G 
如 果 $ 很 小 , 但 是 非 零 , 则 X 的 两 列 接近 平行 , 但 依然 线性 无 关 。 法 方程 让 情形 更 糟 ， 
1+02 1 
1 1+8 
如 果 |18|<10-8, 则 采用 双 精 度 计 算 的 X7X 奇异 , 传统 的 通过 求 道 的 求解 方法 会 失败 。 
MATLAB 不 采用 这 种 借助 法 方程 的 求解 方法 。 反 斜 线 操作 符 不 但 可 以 求解 系数 和 阵 为 
方 阵 且 非 奇 异 的 系统 , 也 能 求解 非 方 阵 的 超 定 系统 : 
8B=XAN\y 
大 部 分 的 运算 是 通过 叫做 QR 分 解 的 正 交 化 算法 来 实现 的 。QR 分 解 可 以 通过 MATLAB 
内 建 函 数 f 来 计算 。NCM 程序 qrsteps 演示 了 分 解 的 各 个 步骤 。 
5-3 示意 了 QR 分 解 的 两 种 版 本 , 完全 QR 分 解 和 精简 QR 分 解 。 两 种 版 本 都 有 
X= CQR 
在 完全 QR 分 解 中 , 尺 的 大 小 与 X 相同 ，Q 是 一 个 行 数 与 X 相同 的 方 阵 。 在 精简 分 解 
中 ，Q 和 X 一 样 大 小 。R 是 一 个 和 X 有 相同 列 数 的 方 阵 。 字 母 *Q "用 来 代替 “orthogonal "中 


XIX= 
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的 “DO”,“R" 则 代表 “right" 三角 阵 线性 代数 中 经 常 提 及 的 Gram-Schmidt 过 程 也 能 产生 这 样 的 
分 解 ,， 但 数值 稳定 性 不 令 人 满意 。 


首先 将 一 系列 Householder 反射 作用 于 X 的 列 ， ， 
得 到 矩阵 R: | 
五 ,… 万 2 本 TIX= 玉 
民 和 抢 阵 的 第 ) 列 是 X 的 前 ;) 列 的 线性 组 合 。 因 
此 , 民 中 主 对 角 元 以 下 的 元 素 是 0。 
如 果 同 样 的 Householder 反射 作用 于 右 端 ， 等 式 


1 PIG 
变 成 了 

有 pz 
其 中 


砂 一 有 一 图 5.3 “完全 QR 分 解 和 精简 QR 分 解 

前 ”个 等 式 构成 三 角 阵 ,从 而 8 可 以 通过 回 代 
法 求解 , 实现 代码 见 bslashtx 中 的 backsubs。 剩 余 的 mm - 2 个 方程 的 系数 全 为 零 ， 所 以 这 
些 等 式 和 8 无关。 对 应 的 分 量 构成 了 转化 后 的 剩余 。 这 一 方法 比 采 用 法 方程 的 方法 要 优 
越 , 因为 Householder 变换 的 数值 稳定 性 较 好 , 三 角 阵 采用 回 代 法 也 易于 求解 。 

QR 分 解 中 的 Q 和 抢 阵 是 : 

Q = ( 刀 … 有 BID) 

求解 最 小 二 乘 问题 , 并 不 需要 显 式 计 算出 Q, 在 QR 分 解 的 其 他 应 用 中 , 可 能 需要 显 式 
的 Q。 如 果 只 需要 求 出 前 ” 列 , 我 们 可 以 采用 精简 大 小 的 QR 分 解 。 如 果 需 要 所 有 的 mm 列 ， 
我 们 则 需要 完全 的 QR 分 解 。 两 种 情况 下 ,都 有 


QrQ = 
也 就 是 说 Q 的 列 是 彼此 正 交 的 , 所 以 称 为 标准 正 交 列 (orthonormal columns) 和 抢 阵 。 对 于 
完全 分 解 产 生 的 Q, 下 式 也 同样 成 立 : 
QQI = 
所 以 完全 分 解 产 生 的 Q 是 正 交 阵 。 
下 面 用 一 个 小 的 人 口 统计 的 例子 来 说 明 , 我 们 用 二 次 函数 来 拟 合 最 后 六 个 观测 点 : 
| y()sB1sT pos+ 3 
转换 后 的 时 间 s = ((1950:10:2000)  - 1950)/50 ,对 应 的 观测 值 > 是 : 
S y 
.0000 150.6970 
.2000 179.3230 
.4000 203 .2120 
.6000 226.5050 
.8000 249.6330 
.0000 281.4220 


设计 和 矩阵 是 X=[s. * s s ones(size(s))]。 


人 吕 口 口 口 口 
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0 
.0400 
.T600 
.3600 
.6400 
-0000 


上 加 口 串口 


上 已 口 口 口 


qrsteps(x,Y) 


第 一 步 使 第 一 列 的 对 角 元 下 方 元 素 变 为 零 。 


-1 .2516 


避 口 口 口 口 


- 工 ， 


0 


0 ， 


串 


0 


.2000 
.4000 
.6000 
.8000 
.0000 


4382 
.1540 
2161 
.1863 
.0646 
.491 


FF FF 


- 工 。 
0 . 
0 . 
0 ， 


-0 
- 工 


.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 


M 文件 qrsteps 显示 了 QR 分 解 的 步骤 。 


7S578 
9119 
6474 
2067 
.4102 
.2035 


同样 的 Householder 反射 作用 于 y。 


-449.3721 
160.1447 
126.4988 

53.9004 
-57.2197 
-198.0353 


然后 把 第 二 列 的 对 角 元 下 方 元 素 变 为 零 。 


-1 .2516 
0 


口 口 口 口 


第 二 步 的 Householder 变换 接着 作用 于 y。 


-449.3721 
-242.3136 
-41.8356 
-91.2045 
-107.4973 
-81.8878 


最 后 , 把 第 三 列 对 角 元 下 方 元 素 变 为 零 。 得 到 三 角 阵 尺 和 变化 后 的 右 端 。 


-1 工 .2516 


O 
0 
0 
O 
0 


- 工 .4382 
-0.3627 


0 


0 
0 
0 


-1 .4382 
-0.3627 


0 


0 
0 
0 


,7578 
.3010 
.2781 
-5911 
.6867 
.5649 


-1 二.7578 
-1.3010 
工 .1034 
0 
0 
0 
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-3.0801 
4.0048 


方程 组 R8= >x 的 维 数 大 小 和 原 方程 一 致 , 仍 是 6x3。 前 三 个 方程 可 以 联 立 精确 求解 ， 
因为 RI1:3, 1:3) 非 奇异 。 


beta = RI1:3,1:3)N\z(1:3) 


peta = 
5.7013 
121 .1341 
152 .4745 


这 里 算出 的 beta 的 结果 和 直接 采用 反 斜 线 操 作 符 计 算 的 一 致 : 

beta = RNz 
或 者 

beta = XNY 
方程 组 R8= > 的 最 后 三 个 等 式 , 不 论 8 如 何 选取 都 无 法 被 满足 。 所 以 = 中 的 最 后 三 个 分 量 
代表 剩余 。 事 实 上 ,以 下 的 两 个 数值 


Dorm(z(4:6)) 
norm(Xx*beta - Y) 


都 等 于 5.2219。 注 意 尽 管 我 们 使 用 了 QR 分 解 , 我 们 并 没有 显 式 计 算 Q。 
2010 年 的 人 口 ,， 可 以 通过 多 项 式 
pt+Ps+pB3 
在 s=(2010-1950)/50=1.2 处 的 值 来 得 到 。 可 以 调用 polyval 函数 来 实现 这 个 功能 。 
P2010 = Polyval (beta,1.2) 


DP2010 = 
306.0453 


采用 二 次 函数 拟 合 但 拟 合 了 更 多 数据 点 的 censusgui 对 2010 年 的 预测 值 为 311.5880。 
哪个 将 会 更 接近 真实 的 2010 年 的 人 口 数 呢 ? 


5.6 伪 逆 
和 抢 阵 的 伪 逆 的 定义 需要 用 到 和 抑 阵 的 Frobenius 范 数 : 
1 
| AI = 也 3 


MATLAB 表达 式 norm(X,， fro) 可 以 计算 Frobenius 范 数 。 | 4 | Fr 和 A 所 有 元 素 构成 
的 向 量 的 2 范 数 是 一 致 的 。 | 
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CD 


Dorm (有 AREro') = norm(RA(:)) 


Moore-Penrose 伪 道 推广 了 和 抢 阵 逆 的 定义 。 伪 首 用 十 字 架 状 上 标 来 表示 : 
QZ=X+ 
且 可 以 用 MATLAB 函数 pinv 来 计算 。 
2 = DinvVI(X) 


如 果 X 是 方 阵 , 且 非 奇异 , 则 伪 逆 和 逆 相 一致 : 

X+=X-1 
如 果 X 是 关 x7 且 关 >2， 而且 X 满 秩 , 则 伪 北 是 矩阵 的 法 方程 中 出 现 的 矩阵 : 

XT+=(XIX)-LIXT 
伪 逆 具有 通常 的 矩阵 逆 的 一 些 性 质 , 但 并 不 是 全 部 。X+ 是 矩阵 的 左 道 ， 因 为 
XiX=(XIX)-IXIX= 了 
是 半 xz 的 单位 阵 , 但 X+ 不 是 矩阵 的 右 道 ， 因 为 
XXT+=X(CXIX)-LXT 
秩 只 为 x, 不 可 能 是 m 乘 zma 的 单位 阵 。 
但 擅 道 尽 可 能 通 近 矩阵 的 右 道 , 因为 它 在 所 有 和 扼 阵 Z 中 最 小 化 
| XZ 一 工 |F 
Z= Xt+ 同时 也 最 小 化 
| 人 炸 

这 些 最 小 化 的 性 质 使 得 即使 X 不 满 秩 ,其 伪 逆 仍 然 唯 一 存在 。 

我 们 来 考虑 1x1 的 情形 。 一 个 实数 (或 复数 ) 的 道 是 什么 ? 如 果 z 非 零 , 很 明显 有 z ! 
=1《z, 但 如 果 z 为 零 , zx 1! 不 存在 。 伪 首 考虑 了 这 些 情 形 , 它 是 所 有 标量 中 唯一 同时 最 小 化 
这 两 个 量 

|zz--1 和 |z| 

的 解 : 

1 1/z :zz 天 0 
”lo:z=o0 

伪 闭 的 实际 计算 要 使 用 到 奇异 值 分 解 , 这 部 分 内 容 将 在 后 面 的 章节 讨论 。 读 者 可 通过 查 

看 pinv 的 代码 来 了 解 其 实现 。 


5.7 不 满 秩 


如 果 X 不 满 秩 , 或 者 X 的 列 数 比 行 数 多 时 ，, 方 阵 XIX 是 奇异 阵 ， 其 逆 不 存在 。 从 法 方 
程 中 得 到 的 等 式 : 
8= (XITX) -1XTy 
将 无 法 计算 。 
在 这 些 退 化 的 情形 下 ,线性 系统 的 最 小 二 乘 解 : 
XpBAy 
不 唯一 。X 的 化 零 向 量 (null vector) 是 等 式 : 
X7=0 
的 一 个 非 零 解 。 可 以 给 8 加 上 化 零 向 量 的 任意 倍 得 到 无 数 个 新 的 向 量 ,这些 向 量 在 Xp8 盘 近 
y 的 程度 上 是 一 致 的 。 | 
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在 MATLAB 中 , 表达 式 
XpAy 
的 解 可 以 通过 反 斜 线 操作 符 或 伪 逆 来 计算 ,， 即 
beta = XNY 
或 


beta = PinVI(X) *yY 


在 满 秩 的 情形 下 , 二 者 的 求解 结果 一 致 ， 而 用 pinrv 会 耗 用 较 多 的 计算 量 。 但 是 在 退化 情形 
时 , 二 者 的 求解 结果 不 一 致 。 
采用 反 斜 线 操作 符 计 算出 的 解 称 为 基本 解 (basic solution)。 如 果 X 的 秩 为 ”>， 则 


beta = XNY 


中 最 多 只 有 ” 个 分 量 非 零 。 事 实 上 ,满足 这 一 条 件 的 基本 解 也 不 唯一 。 反 斜 线 操 作 符 计算 出 
的 基本 解 是 通过 QR 分 解 的 方法 得 到 的 。 

用 pinv 计算 出 的 解 称 之 为 最 小 范 数 解 (minimnum norm solution)。 在 所 有 最 小 化 | Xp8 - 
> 上 外 的 8B 中 , 采用 


Deta = DinV(X) *Y 


计算 出 的 解 同 时 还 最 小 化 了 | 6 1 。 最 小 范 数 解 是 唯一 的 。 
例如 , 令 


和 拖 阵 X 不 满 秩 ,中 间 一 列 是 第 一 列 和 最 后 一 列 的 平均 ， 辕 量 
工 
一 2 
1 


7 三 








是 化 稚 向 量 。 
此 时 , 调用 
beta = XNY 


会 产生 一 个 警告 : 


少 





132 第 .5 间 
Warningqg: Rank Qeficient，Lrank = 2 tol = 2.4701e-014 . 
(警告 : 不 满 秩 ) 

求 出 的 解 


Peta = 
-7.5000 
0 
7.8333 


只 有 两 个 非 零 项 , 是 基本 解 。 这 和 所 期 望 的 相 一 致 。 但 是 ,向 量 


Peta = 





0 
-15.0000 
195 .3333 


Deta = 
~T5.3333 
15.6667 
O 


同样 也 是 基本 解 。 
而 调用 
Deta = DinVI(X) *y 


得 到 的 解 则 是 


beta = 
-7.5556 
0.1111 
7.7778 


而 且 也 没有 给 出 不 满 秩 的 警告 。 用 伪 逆 求解 的 范 数 为 : 


norm(Pinv (X) *xy) = 10.8440 


比 用 反 斜 线 操作 符 计 算出 的 解 的 范 数 略 小 。 


norm(XNAY) = 10.8449 


在 所 有 最 小 化 外 X8- y | 的 8 中, 采用 伪 逆 方法 可 以 找 出 | 8 | 最 小 的 一 个 。 注 意 这 两 种 解 
的 差 ， 
XNAY - Pinv(X)*y = 
0.0556 


-0.1111| 
0.0556 


是 化 零 向 量 7 的 倍数 。 
如 果 小 心 处 理 , 采用 适当 的 方法 , 不满 秩 问 题 仍然 可 以 较 好 的 解决 。 而 接近 不 满 秩 的 问 
题 反 而 更 加 难处 理 。 类 似 于 接近 奇异 但 不 奇异 的 方 阵 构 成 的 线性 方程 组 ,条 件数 很 大 ,难以 
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求解 。 这 些 问题 在 数值 上 不 是 适 定 的 (well posed)。 数 据 上 小 的 变化 会 导致 解 的 较 大 的 变动 。 
反 斜 线 操 作 符 和 伪 闭 法 ,都 需要 对 线性 无 关 和 秩 做 判断 。 这 些 判断 通常 涉及 给 出 的 误差 容 
限 ， 并 不 排除 数据 误差 和 计算 中 舍 人 误差 的 影响 。 

娜 种 方法 更 好 , 是 反 斜 线 操作 符 还 是 伪 逆 ? 在 某 些 情况 下 ， 跟 基本 解 和 最 小 范 数 解 的 评 
价 标准 是 相关 的 。 但 对 于 大 多 数 的 问题 ,例如 曲线 拟 合 ,并 不 需要 考虑 这 些 很 细致 的 差别 。 
只 需要 考虑 计算 出 的 解 不 唯一 不 能 由 数据 点 来 唯一 确定 。 


5.8 可 分 离 最 小 二 乘法 


MATLAB 也 为 求解 非 线性 最 小 二 乘 问 题 提供 了 好 几 个 函数 。MATLAB 的 较 低 版 本 提供 
了 一 个 通用 的 , 多 维 , 非 线性 极 小 化 求解 器 fmins。 在 MATLAB 的 较 新 版 本 中 ，fmins 被 更 
新 , 并 改名 为 fminsearch。 优 化 工具 箱 中 提供 了 更 多 的 功能 , 包括 有 约束 的 极 小 化 fincon， 
无 约束 极 小 化 fminunc， 以 及 两 个 特别 针对 非 线性 最 小 二 乘 的 函数 : 1sqnonlin 和 1sqcurve- 
f 让 。 曲 线 拟 合 工具 箱 提 供 了 图 形 交 互 接口 , 来 方便 各 种 线性 和 非 线 性 曲线 拟 合 问题 的 求解 。 

这 一 节 只 简单 讨论 一 下 fminsearch 的 使 用 。 这 个 函数 采用 了 一 种 叫做 Nelder-Meade 算 
法 的 搜索 策略 。 它 不 需要 使 用 任何 梯度 信息 。 这 个 算法 对 于 只 有 几 个 变量 的 小 规模 问题 尤为 
有 效 。 有 更 多 变量 的 大 型 问题 , 则 最 好 使 用 优化 工具 箱 或 曲线 拟 合 工具 箱 中 的 函数 求解 。 

可 分 离 最 小 二 乘 问题 即 包含 线性 参数 又 包含 非 线 性 参数 。 我 们 可 以 把 线性 参数 也 看 成 非 
线性 参数 从 而 使 用 fminsearch 求解 。 但 是 , 利用 可 分 离 结构 ,可 以 更 加 有 效 旦 鲁 棒 的 求解 。 
在 这 种 策略 中 , fminsearch 对 非 线性 参数 进行 搜索 , 试图 最 小 化 剩余 的 范 数 。 然 后 在 每 步 搜 
索 得 到 非 线 性 参数 后 ,再 利用 反 斜 线 操作 符 计算 线性 参数 的 值 。 

用 MATLAB 实现 上 面 说 的 步骤 需要 两 部 分 代码 ,第 一 部 分 是 一 个 函数 ,或 脚本 或 者 直 
接 在 命令 窗口 键 和 命令 。 这 部 分 代码 给 问题 初始 化 ,建立 非 线性 参数 的 初始 值 ， 调 用 fmin- 
search， 处理 结果 , 通常 还 会 作 图 。 另 一 部 分 代码 是 fminsearch 调用 的 目标 函数 。 目 标 函 数 
的 输入 是 非 线性 参数 构成 的 向 量 alpha， 目 标 函 数 计算 设计 矩阵 X, 并 用 反 斜 线 操作 符 和 性 
以 及 观测 值 来 计算 线性 参数 beta, 并 返回 剩余 的 范 数 。 

下 面 用 expfitdemo 来 进行 说 明 , 这 个 例子 的 背景 是 源 于 对 放射 性 物质 误 变 的 观测 。 模 
型 把 衰变 描述 为 两 个 有 未 知 训 减 因子 的 指数 项 的 和 : 

yRapBie 二 Be 

因此 , 在 这 个 例子 中 , 有 两 个 线性 参数 和 两 个 非 线性 参数 。 这 个 演示 绘 出 了 非 线性 极 小 
化 过 程 中 产生 的 不 同 的 拟 合 曲线 。 图 $-4 是 数据 点 和 最 终 的 拟 合 曲线 组 成 的 图 。 

主 函 数 首先 给 出 21 个 观测 值 其 对 应 的 上 和 y。 

function expfitdemo 
上 = (0:.1:2) 7 
Y = [5.8955 3.5639 2.5173 1.9790 LI.8990 1.3938 1.1359 ... 


1.0096 1.0343 0.8435 0.6856 0.6100 0.5392 0.3946 ... 
0.3903 0.5474 0.3459 0.1370 0.2211 0.1704 0.2636] ' ; 


初始 的 图 线 用 圆 点 o 表示 观测 点 ,初始 拟 合 为 全 零 的 曲线 ,并 创建 一 个 标题 用 来 显示 
lamda 的 值 。 变 量 h 保留 了 三 个 图 形 对 象 的 句柄 。 
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set (gct,'doublebuffter'，'on' ) 
PnP = plot(t,y， oOxt,， -) 
nl(3) = title( …):， 
axis([02 .06.5]) 


1.4003 10.5865 





图 $S-4 ”ezxpfitdemo 


向 量 lamda0 给 出 了 非 线 性 参数 的 初 值 , 在 这 个 例子 中 , 几乎 任意 选择 初 值 都 能 收敛 。 而 
在 另外 一 些 情形 下 , 尤其 是 非 线性 参数 较 多 时 , 初 值 的 选取 显得 重要 。 调 用 fminsearch 可 完 
成 主要 的 工作 。 观 测 值 * 和 y， 以 及 图 像 句 柄 h 作为 被 调用 函数 的 参数 传人 。 

Lambda0 = [3 6] ': 


1ambdqa = fminsearch (eexpfitfun,1Lambda0, [],t,y,b) 
Set (hh(2), “color'，'black' ) 


目标 函数 叫做 expfitfun。 它 可 以 处 理 ” 个 指数 基 枯 数 。 这 里 上 =2。 郑 数 的 第 一 个 参 
数 是 用 fminsearch 得 到 的 一 个 包含 ” 个 衰减 率 心 的 向 量 。 其 他 的 参数 包括 观测 值 上 和 y 以 
及 图 象 句柄 。 这 个 函数 可 计算 出 设计 和 阵 , 用 反 斜 线 操作 符 计 算 8, 并 对 计算 出 的 模型 求 值 ， 
并 计算 镁 余 的 范 数 作为 返回 值 。 

function reg = expfitftun(1ambda,t,yrh) 


m = length (七 ) ; 
mn = length(1Lambqa) ; 


X Zeros (m,Dn) ; 
for j = 1:Dn 
X(:,J) = exp(-1ambda(]j)*t) ; 
endQ 
beta = XNy 
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目标 函数 同时 也 更 新 拟 合 图 线 及 其 标题 ， 并 停顿 足够 长 时 间 ， 以 方便 查看 计算 的 过 程 。 


Set (Ph(2) ，'YQqata'“，Z) ; 
set (nhl(3),， “string sprintf('%58.4Ef s8.4f' 1ambdqa) ) 
Pause(.1) 


5.9 更 多 阅读 资料 


扼 阵 计算 的 参考 书 [2,18,25,3$5,36,$7] 讨 论 了 最 小 二 乘法 。Bj 5rck 的 参考 文献 [8] 也 可 
作为 进一步 的 参考 。 


习题 
5.1 X 是 一 个 2 xz 的 矩阵 , 通过 下 面 的 语句 生成 
ftT,J] = ndgrida(1:n) ; 
= minl(I,J) + 2*eye(nrn) - 2; 
(a) X 的 条 件数 是 怎样 随 n 的 增长 而 变化 的 ? 
(b) 下 面 这 些 矩 阵 分 解 chol(X) ，lu(X) 和 qr(X) ， 哪 些 能 够 发 现 条 件数 很 差 的 矩阵 。 
5.2 在 censusgui 中 , 把 19S0 年 的 人 口 从 1$0.697 百 万 修改 为 50.697 百 万 。 这 是 一 个 明显 
的 局 外 数据 点 。 哪 些 模型 受 此 影响 较 大 ? 哪些 模型 受 此 影响 较 小 ? 
5.3 ”如 果 在 censusgui 中 采用 8 次 多 项 式 拟 合 , 并 对 2000 年 后 的 人 口 做 预测 。 则 在 2020 年 
前 人 口 的 预测 值 就 变 成 了 零 。 这 会 在 包 年 郧 月 哪 日 发 生 呢 ? 
S.4 有 一 些 细节 在 前 面 讨论 Householder 反射 的 时 候 忽略 了 。 首 先 介绍 复 抢 阵 的 扩展 。 实 拢 
阵 的 转 置 T , 在 复 矩 阵 时 的 对 应 要 用 共 斩 转 置 二 。 令 z 是 任意 mm x1 的 向 量 ，ex 是 第 
R 个 单位 向 量 , 即 环 关 和 2 单位 矩阵 的 第 有 列 。 复 数 == re 的 符号 是 
sign(z)=zL[|z| 王 et 
定义 c 为 
=sign(zk) | 并 | 
令 
1 二 并 十 Ge 
即 :是 z 在 第 上 个 分 量 上 加 上 c 得 到 的 新 向 量 。 
(a) o 的 定义 用 到 了 ，c 的 共 恩 转 置 : 


p=1[cous) 
证 明 下 式 : 
po=27Z| xjl2 
(b) 用 向 量 zx 生成 的 Householder 反射 是 ， 
互 = 了 -pute 159 
证 明 
五 = 万 
和 
琳 五 = 了 


(c) 证 明 z 除了 第 & 个 分 量 外 ,其余 分 量 都 是 零 , 即 证 明 : 
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7z = 一 GER 
(d) 对 任意 向 量 y，, 令 
rz 二 pu yy 
证 明 
yy 一 > 一 1z& 


5.5 令 





(a) 找 出 按 下 式 对 z 进行 变换 的 Householder 反射 





一 11 
zz = | 
0 
(b) 找 出 非 零 向 量 x 和 使 其 满足 
有 = 一 
[= 
5.6 令 
1 2 3 
4 3 0 
X=|7 8 9 
10 1 12 
13 14 15 
(a) 检验 X 是 不 满 秩 的 。 
考虑 三 种 伪 首 的 求法 : 
2 = PinvI(X) $% The actual PSseudoinverse 
B = XNeye(5,5) #$ Backs1ash 


S eye (3，3) /XX 多 S1Lash 


(b) 比较 下 面 的 每 组 值 
上 Zr 18 和 |1Ss1F 
| XZ-TIr， 1XB=-TIF 和 |XS 一 工 | 
1 ZX-Fle，BX-TLF 和 1SX- 工 | 
检验 用 Z 得 到 的 值 比 其 他 方法 得 到 的 值 要 小 。 事 实 上 , 极 小 化 这 些 量 是 伪 逆 的 特性 。 
(c) 检验 Z 满足 下 面 的 这 四 个 条 件 , 而 B 和 S 至 少 会 有 一 个 条 件 不 满足 。 这 些 条 件 称 
为 Moore-Penrose 等 式 , 是 另 一 种 唯一 确定 伪 北 的 方法 。 
XZ 是 对 称 阵 
ZX 是 对 称 阵 
XXZX 三 X 
ZXZ=2Z 
5.7 产生 11 个 数据 点 , 友 = (有 一 1)7Z0， 关 =erF() ,=1T 11l。 
(a) 分 别 用 最 高 次 数 为 1 到 10 的 多 项 式 进 行 最 小 二 乘 拟 合 。 比 较 拟 合 的 多 项 式 在 数据 
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点 处 与 真实 值 erf(z) 的 误差 。 最 大 误差 与 多 项 式 的 次 数 的 关系 如 何 ? 

(b) 由 于 erf(z) 是 奇 男 数 , 即 erf(z)= -erf( -过 )， 因 此 应 当 只 用 : 的 奇 次 寡 来 拟 合 ， 

erf(z)szcit+cat3 十 十 cat2n 1 

然后 再 看 一 看 误差 和 多 项 式 次 数 的 关系 

(c) 多 项 式 并 不 是 好 的 近似 函数 ， 因 为 他 们 对 于 较 大 的 上 是 无 界 的 。 而 erf(z) 对 于 较 大 
的 上 是 趋 于 1 的 。 所 以 , 对 于 同样 多 的 数据 点 ,用 模型 : 

erf(t ) sci 十 ee + c3z 十 c4z2 十 C5z3) 
其 中 zx=1《(1+ 划 ， 误 差 会 有 什么 改善 ? 
S$.8 有 25 个 在 等 距 时 间 点 上 上 的 观测 值 : 


七 = 

yY= [5.0291 6.5099 5.3666 4.1272 4.2948 
6.1261 12.5140 10.0502 9.1614 7.5677 
7.2920 10.0357 11.0708 13.4045 12.8415 
11.9666 11.0765 11.7774 14.5701 17.0440 
17.0398 15.9069 15.4850 15.5112 17.65721] 


YY =Yy(:) ”:; 
(a) 用 直线 模型 (t+) = Bi+ Bit 拟 合 上 面 的 数据 ,并 绘 出 剩余 y( 妇 ) 一 类 。 可 以 发 现 有 
一 个 数据 点 处 的 误差 特别 大 , 这 可 能 是 一 个 局 外 点 。 
(b) 丢弃 局 外 点 ， 再 次 拟 合 。 绘 出 剩余 的 图 线 ， 剩 余 有 没有 模式 或 规律 ? 
(c) 不 考虑 局 外 点 , 用 下 面 的 模型 进行 拟 合 : 
yb 一 pBI+pot+pssint 
(d) 对 第 三 条 拟 合 曲线 , 在 区 间 [0,26] 更 精细 的 网 格 上 进行 求 值 。 绘 出 拟 合 曲线 ,， 拟 合 
曲线 线 型 用 '-”, 数据 点 用 线 型 *o' 。 局 外 点 用 线 型 ' * 表示 。 
5S.9 统计 参考 数据 集 (Statistical Reference Datasets) 。NIST， 是 美国 商务 部 设立 国家 标准 和 
国际 标准 的 组 织 。 统 计 参 考 数据 集 , 缩写 为 SRD, 就 是 由 NIST 维护 的 。 这 些 数 据 集 
可 以 被 用 来 测试 和 检验 统计 软件 。 万 维 网 上 的 主页 见 [45]。 最 小 二 乘法 的 数据 集 在 “ 线 
性 回归 ”的 分 类 下 。 这 个 习题 要 使 用 两 个 NIST 的 参考 数据 集 
。 Norris: 校 验 臭氧 监测 仪 的 线性 多 项 式 
。 PEontius: 校 验 带 负 载 单元 二 次 多 项 式 
对 上 述 每 个 数据 集 , 这 个 主页 上 改 成 书 中 格式 下 载 ASCII 格式 的 数据 文件 。 分 离 出 观 
测 值 , 计算 多 项 式 的 系数 。 将 计算 出 的 系数 积 检 验 值 进行 比较 。 作 出 和 NIST 中 的 图 
线 类 似 的 拟 合 曲线 和 一 余 的 曲线 。 
5.10 甩 / 动 数据 集 是 NIST 数据 集 其 中 的 一 个 。 数据 是 几 十 个 不 同 的 2z 值 对 应 的 y 的 观测 
值 。 目 标 是 要 用 一 个 十 次 的 多 项 式 来 拟 合 。 
这 是 一 个 有 争议 的 数据 集 。 有 些 统计 软件 能 够 给 出 NIST 标 称 的 标准 检测 值 ， 而 
有 些 软件 则 会 报 出 警告 或 错误 认为 这 个 问题 的 条 件数 太 差 。 还 有 些 软件 虽然 没有 报 
错 , 但 给 出 的 拟 合 系数 和 认证 标准 值 不 一 样 。 网 页 上 也 提供 了 几 种 观点 , 讨论 这 个 问 
题 是 否 可 信 。 我 们 来 看 看 MATLAB 怎样 处 理 这 个 问题 。 
这 个 数据 集 也 可 以 从 NIST 网 站 上 得 到 。 每 个 数据 点 对 应 文件 的 一 行 。 每 行 有 两 
个 数 , 第 一 个 数 是 y, 第 二 个 数 是 对 应 的 zx。z 的 值 并 没有 单调 的 排序 , 但 是 并 不 一 
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定 排序 。 令 ”是 数据 点 的 个 数 , 户 =11 是 多 项 式 的 次 数 。 

(a) 作为 第 一 个 实验 , 首先 将 数据 读 人 MATLAB, 用 '“… 的 形式 绘图 。 然 后 调用 图 像 
窗口 Tools 菜单 中 的 Basic Fitting Tool， 选择 次 数 为 10 的 多 项 式 拟 合 。 这 时 有 警 
告 这 个 多 项 式 是 病态 的 。 忽 略 这 个 警告 。 将 计算 出 的 系数 和 NIST 网 页 上 的 标准 
值 做 比较 , 看 是 否 吻 合 ? Basic Fitting Tool 也 会 显示 剩余 的 范 数 ，| ~ | 目 。 将 它 和 
NIST 的 衡量 标准 之 一 的 “剩余 标准 偏差 ”: 


>-| 


Y 天 一 产 
作 比 较 。 
(b) 用 六 种 不 同 的 方法 来 检查 这 些 数 据 集 , 并 计算 多 项 式 拟 合 。 解 释 在 计算 中 出 现 的 
所 有 警告 。 


。 采用 polyfit 函数 : 调用 polyfit(x,y,10)。 
。 采用 反 斜 线 操作 符 : 调 用 X\Yy, 其 中 X 是 一 个 xz 的 截断 的 范 德 尔 蒙 和 矩阵 ， 
其 中 的 元 素 为 
= 砚 1 
。 采用 伪 逆 法 : 调用 pinv(X) xy 
。 采用 法 方程 :调用 inv(X *X) *X xyo 
。 将 数据 进行 线性 映射 预 处 理 再 调用 polyfit: 令 4A= mean(z)，c=std(z)， 
i=(z 一 A)《 ， 然 后 再 调用 polyfit(t,y,10)。 
。 用 认证 过 的 系数 : 直接 从 NIST 的 网 页 上 得 到 认证 过 的 多 项 式 系 数 。 
(c) 六 种 不 同 的 方法 得 到 的 拟 合 曲线 的 剩余 范 数 各 是 多 少 ? 
(d) 哪 种 方法 的 结果 很 坏 ? (也 许 网 站 上 因 给 出 坏 结果 而 被 批评 的 软件 包 ， 就 是 用 的 
这 种 方法 。) 
(e) 将 五 种 好 的 拟 合 结果 作 图 。 其 中 原始 的 数据 点 用 示意, 拟 合 曲线 在 定义 域 上 取 
几 百 个 点 求 值 。 图 线 应 当 和 图 $-$ 类 似 。 虽 然 有 5 个 不 同 的 拟 合 曲 线 , 但 从 图 上 


0.94 
0.92 

0.9 
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0.84 
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图 5-5 NIST Filip 标准 参考 数据 集 
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看 起 来 , 只 有 两 条 不 同 的 曲线 。 哪 些 方法 的 结果 对 应 于 哪 条 曲线 ? 
(f) 为 什么 采用 polyfit 和 采用 反 斜 线 操作 符 的 结果 不 一 样 ? 
Longley 数据 集 是 关于 劳工 的 统计 数据 构成 的 数据 集 。 这 是 最 星 的 最 小 二 乘 问 题 的 测 
试 集 之 一 。 这 个 问题 并 不 需要 你 也 去 NIST 的 网 页 下 载 , 但 是 如 果 你 关心 问题 背景 ， 
可 以 去 看 一 下 Longley 的 网 页 [45]。 在 NCM 中 有 longley,dat 文件 ,就 是 这 个 测试 
集 的 数据 。 用 MATLAB 可 以 直接 读 人 这 些 数 据 : 
load 1ongley .dat 


Yy = Jongley(:,1L); 
X = longley(:,2:7):; 


数据 中 有 七 个 变量 , 共有 16 次 观测 。 是 1947 到 1962 年 的 观测 值 。 变 量 y 和 其 他 构 
成 数据 算 阵 X 列 的 6 个 变量 分 别 是 : 

y 是 总 的 雇员 数 

Zz1 是 GNP 的 通胀 系数 

2z? 是 GNP 

之 3 是 失业 率 

z4 是 军队 的 总 人 数 

2z5 是 14 岁 以 上 的 不 在 学 校 上 学 的 总 人 口 

Zz6 是 所 在 的 年 
拟 合 的 目标 是 要 用 6 个 x 的 线性 组 合 来 预测 > 的 值 : 


2yS DB0T+ 之 Per 

(a) 用 MATLAB 的 反 斜 线 操作 符 来 计算 Bo, 8 ,…，,p86。 这 相当 于 扩展 X 使 其 包含 一 

个 全 为 工 的 列 。 
(b) 将 计算 出 的 值 和 认证 的 标准 值 145] 作 比较 。 
(c) 用 errorbar 函数 画 出 > 和 最 小 二 乘 拟 合 误差 的 柱状 图 
(d) 用 corrcoef 函数 计算 不 包含 全 1 列 的 X 的 各 列 的 相关 系数 。 哪 些 变量 之 间 的 相 

关 性 比较 强 ? 
(e) 对 向 量 y 进行 正规 化 , 使 其 均值 为 0, 标准 差 为 1。 可 以 通过 如 下 的 操作 实现 。 

YyY =Y- mean(y):; 

YY = yY/stdq(y) 

对 X 的 列 也 作 类 似 的 操作 。 然 后 将 七 个 正规 化 后 的 变量 画 在 一 个 坐标 系 内 , 包含 

和 各自 的 图 例 (legend)。 
行星 轨道 [29]。 表 达 式 = = az2+ pry+c%+ dz+ey+ 厂 是 一 个 二 次 型 (quadratic 
form)。z=0 的 (z,y) 点 集 是 圆锥 曲线 (conic section) 。 判 别 式 乌 - 4ac 的 不 同 符号 决 
定 了 对 应 的 圆锥 曲线 是 椭圆 ， 抛物线 或 双 曲 线 。 圆 和 直线 也 是 圆锥 曲线 的 特殊 情形 。 
圆锥 曲线 方程 x>=0 可 以 两 边 同 除 以 任意 的 非 零 系 数 来 归 一 化 。 例 如 ,如果 F#0, 可 
以 两 边 同 除 以 /, 这样 常 数 项 就 变 成 1 了 。 在 MATLAB 中 可 以 用 函数 meshgrid 和 
contour 来 绘制 圆锥 曲线 。 用 meshgrid 生成 X 和 Y 的 网 格 点 数组 。 然 后 对 二 次 型 求 
值得 到 Z。 最 后 用 contour 来 绘 出 Z= 0 的 点 。 





必 
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[X,Y] = meshgrida(xmin:deltax:xmax,ymin:dqeltay:ymaX) ; 
Z = axX.^2 + bxX.*rY + CrxY. “2 + QxX + exY + 革 ; 
Contouz (X,Y,Z，[0 0]) 


行星 轨道 是 椭圆 形 轨道 。 这 里 是 行星 轨道 在 (z,y) 平 面 上 的 十 个 观测 点 : 
Y 


[1.02 .95 .87 .77 .67 .56 .44 .30 .16 .01] ":; 
[0.39 .32 .27 .22 .18 .15 .13 .12 .13 .15] ":; 


(a) 通过 设 定 其 中 的 一 个 系数 为 1, 并 求解 10 x 5 的 超 定 方 程 , 来 确定 二 次 型 的 系数 。 
在 (z,y) 平 面 坐标 下 绘 出 拟 合 曲线 的 轨迹 。 将 十 个 数据 点 在 图 中 加 上 。 
(b) 这 个 最 小 二 乘 问题 接近 不 满 秩 。 为 了 揭示 不 满 秩 对 于 结果 的 影响 , 将 每 个 数据 点 
的 每 个 坐标 , 加 上 一 个 在 [ - 0.0005,0.0005] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数 并 计算 新 的 
系数 。 在 同一 幅 图 中 绘 出 新 的 轨迹 。 对 新 旧 轨 迹 和 系数 进行 比较 并 给 出 一 些 看 法 
165 和 评论 。 





第 6 章 数值 积分 


英文 术语 "numerical integration”( 数 值 积 分 ) 有 多 种 不 同 的 意义 , 包括 积分 的 数值 计算 和 
常 微分 方程 的 数值 求解 等 。 因 此 本 章 使 用 一 个 较为 过 时 的 术语 “quadrature”( 数 值 积 分 ), 来 
特别 指 代 上 述 最 简单 的 一 项 工作 , 即 计算 定 积分 的 数值 结果 。 现代 的 数值 积分 算法 通常 可 以 
自 适应 地 变化 步 长 大 小 。 


6.1 自 适应 数值 积分 
令 F(z) 为 定义 在 有 限 区 间 ac 委 z 和 2 上 的 , 单 变 量 实 值 函 数 , 我 们 将 讨论 如 何 计算 积分 
8 
| rez)dz 


的 问题 。 根 据 英文 单词 "quadrature”, 我 们 会 想起 计算 这 个 积分 所 代表 的 面积 的 一 个 初级 办 
法 : 在 绘图 纸 上 画 出 这 个 函数 的 曲线 ,然后 数 在 曲线 下 方 的 小 方 格 的 数目 。 

图 6-1 中 , 在 曲线 下 有 148 个 小 方 格 。 如 果 一 个 小 方 格 的 面积 是 3XS$12, 那么 曲线 对 应 天 
数 积分 的 粗略 估计 值 为 148x3/512=0.8672。 

自 适 应 数值 积分 (adaptive quadrature) 包 括 对 F(z ) 采 用 点 的 仔细 选取 , 希望 利用 尽 可 能 
少 的 函数 值 , 得 到 满足 指定 精度 要 求 的 积分 近似 值 。 定 积分 的 可 加 性 正 是 自 适 应 数值 积分 的 
基础 。 若 c 是 ac 和 2 之 间 的 任意 一 点 , 那么 


0 :坏人 标 0 
上 | 


C 


基本 思想 是 , 若 能 在 指定 的 误差 冰 值 内 对 等 号 右边 的 两 个 积分 进行 近似 , 那么 它们 的 和 也 将 

是 满意 的 结果 。 如 果 对 等 号 右边 两 个 积分 的 计算 不 够 准确 , 则 可 以 对 区 间 [a，c]j 和 [c，2] 递 

归 地 使 用 上 述 的 可 加 性 。 这 样 得 到 的 算法 可 自动 适应 各 种 被 积 函数 , 在 被 积 函数 变化 剧烈 的 
地 方 将 区 间 分 成 较 密 的 子 区 间 ， 而 在 被 积 函数 变化 缓慢 的 地 方 化 分 则 较 稀 疏 。 


-ae 
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6.2 基本 的 数值 积分 公式 


MATLAB 函数 的 数值 积分 基于 两 种 基本 的 数值 积分 法 则 ,， 即 图 6-2 中 所 示 的 中 点 法 则 
(midpoint rule) 和 梯形 法 则 (trapezoid rule)。 今 =8=-a 为 区 间 的 长 度 。 按 中 点 法 则 ， 积 分 
近似 为 一 个 长 为 六 、 高 为 中 点 处 被 积 函数 值 的 矩形 的 面积 M : 


加 Q 十 B 
M= Ar( 二) 
中 点 法 则 梯形 法 则 
辛普森 法 则 复合 辛普森 法 则 


图 6-2 四 种 数值 积分 法 则 


按 梯形 法 则 ,积分 近似 为 一 个 直角 腰 长 六 、 两 底 边 长 分 别 为 两 端点 处 被 积 函数 值 的 梯形 面积 
工 : 


工 = 太 妈 2 二 大 忆 ) 
2 


通过 检验 积分 法 则 对 多 项 式 函数 的 效果 , 可 以 估计 它 的 准确 性 。 数 值 积分 法 则 的 阶 数 是 
指 该 法 则 不 能 准确 计算 的 多 项 式 的 最 低 次 数 。 若 用 一 个 旅 阶 的 数值 积分 法 则 对 一 个 光滑 函 
数 在 长 为 疡 的 小 区 间 上 求 积分 , 那么 泰勒 级 数 分 析 表 明 , 误差 正比 于 ji2。 前 面 提 到 的 中 点 法 
则 和 梯形 法 则 对 于 z 的 常数 和 线性 函数 都 是 完全 准确 的 , 但 对 于 z 的 二 次 函数 就 不 准确 , 因 
此 它们 都 是 二 阶 的 (用 F(a ) 或 7(6) 代 替 中 点 处 的 函数 值 而 得 到 的 矩形 法 则 仅 有 一 阶 准确 
度 )。 : 

这 两 种 数值 积分 法 则 的 准确 性 可 以 通过 计算 一 个 简单 的 积分 来 检验 ; 


| zzaz = 寺 
0 3 
中 点 法 则 计算 的 结果 为 
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梯形 法 则 计算 的 结果 为 

工 = !( 2 二 )- 寺 
因此 M 的 误差 为 1/12, 而 工 的 误差 为 -1M6。 这 两 个 误差 正 负 号 相反 , 并且 可 能 让 人 惊 诈 
的 是 ,中 点 法 则 的 准确 性 竟然 是 梯形 法 则 的 两 倍 。 

可 以 证 明 , 上 述 现象 具有 普遍 性 。 在 小 区 间 上 对 光滑 函数 进行 积分 ，M 的 准确 性 基本 上 
是 工 的 两 倍 , 同时 正 负 号 相反 。 有 了 这 样 的 误差 估计 ,我们 可 以 将 这 两 者 加 以 结合 得 到 新 的 
积分 法 则 , 得 到 的 新 法 则 通常 要 比 这 两 者 中 任何 一 个 都 更 准确 。 如 果 人 的 误差 正好 是 M 误 
差 的 -2 倍 , 那么 求解 下 式 

S-T= -2(S- MI) 
中 的 S, 将 给 出 积分 的 准确 值 。 总 之 , 上 述 方程 的 解 
S= 闻 M+ 卫 了 
通常 是 比 M 或 工 更 准确 的 积分 近似 值 。 这 样 得 到 的 积分 法 则 称 为 辛普森 法 则 (Simpson 's 
rule)。 也 可 以 由 区 间 两 个 端点 w、8 和 中 点 c= (ec +) 处 的 函数 值 搬 值 出 一 个 二 次 函数 ， 
然后 对 此 二 次 函数 积分 推导 出 辛普森 法 则 : 


S= 仆 (fa)+47(c)+ACDD)) 
可 以 证 明 , 用 S 可 以 准确 地 计算 三 次 多 项 式 的 积分 , 但 对 四 次 多 项 式 则 不 行 。 因 此 辛 普 
森 法 则 的 阶 数 为 四 。 
我 们 可 以 用 整个 区 间 的 两 半 [a，c] 和 [c，5], 将 上 述 过 程 多 执行 一 次 。 令 二 和 分 别 为 
这 两 个 子 区 间 的 中 点 ; 4= (a + c)2，e= (c+ 提 2。 在 两 个 子 区 间 上 分 别 应 用 辛普森 法 则 ， 
从 而 得 到 一 个 对 整个 区 间 [a ，5] 的 数值 积分 公式 ; 


S:= 节 (fo)+47(a)+27(c)+47(e)+ACD) 


这 就 是 复合 (composite) 数 值 积分 法 则 的 一 个 例子 。 如 图 6-2 所 示 。 
S 和 2 是 同一 个 积分 的 近似 值 ， 因 此 它们 之 间 的 差 可 以 用 于 估计 误差 ; 
厂 =(S2-S) 

而 且 , 它们 两 者 还 可 以 结合 起 来 , 得 到 一 个 更 加 准确 的 近似 值 Q。 由 于 这 两 个 积分 法 则 都 是 
四 阶 的 , 而 Sz 的 步 长 是 S 的 一 半 , 因此 S: 的 准确 性 大 约 是 S 的 24 倍 。 所 以 , 可 以 求解 方 
程 

Q-S=16(Q- 92) 
得 到 Q , 其 结果 为 

Q=St(S-S)7/15S 
习题 6.2 要 求 读者 ,将 Q 表示 为 从 Fa ) 到 Fe) 的 五 个 函数 值 的 加 权 求 和 的 形式 ， 并 证 明 它 已 
有 六 阶 准 确 度 。 这 个 公式 被 称 为 Weddle 法 则 ， 六 阶 牛 顿 一 柯 特 斯 法 则 (Newton -Cotes rule)， 
同时 也 是 龙 贝 格 积分 (Romberg integration) 方法 的 第 一 步 。 我 们 将 简单 地 称 它 为 外 推 的 辛 普 
森 法 则 (extrapolated Simpson”s rule) , 因为 它 对 两 个 不 同 的 产值 使 用 辛普森 法 则 , 然后 向 户 = 
0 的 极限 情况 进行 外 推 。 
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6.3 quadtx，quadgui 


MATLAB 函数 quad 将 外 推 的 辛普森 法 则 用 于 自 适应 递归 算法 中 , 与 本 书 配套 的 quadtx 
函数 是 guad 的 一 个 简化 版 本 。 
函数 quaagui 为 quad 和 quadtx 的 运行 提供 图 形 化 的 演示 功能 , 它 生成 自 适应 算法 选择 
的 函数 值 的 动态 绘制 ， 同 时 将 函数 求 值 的 次 数 显示 于 整个 图 的 标题 位 置 。 
quadtx 程序 的 初始 部 分 计算 三 次 被 积 函 数 F(z)， 以 给 出 第 一 个 未 经 过 外 推 的 辛普森 法 
则 得 到 的 估计 值 。 然 后 , 调用 递归 子 程序 quadtxstep 完成 整个 计算 。 


function [Q,Efcount] = Guadtx (FE,ab,tol,varargin) 
$QURADTX “Evaluate QQefinite :integral numerical1ly. 
务 Q = QURADTX (FE,RA,B) approximates the integral of .F(x) 
from RA to B to within aa tolerance of 1.e-6. 


Q = QURADTX (了 ,RA,B,tol) useses tol insteaQ of 1.e-6. 


The fizrst argument，E，is aa function handle，an 
inline-object in MATLRARB6，or an anconymous function 
in MATLAB7，that defines FI(Xx) . 


Arguments beycnad the first four， 
Q = QURDTX (FE,a,b,tol,pl,p2,...)，are passed on to the 
Integrana，FR(x,Pp1,DP2，..). 


[Q,fcount] = QURADTX (了 FE, ...) also counts the number of 
evaluations of PR(x) ， 


和 


See also QURAD，QURDL ，DBLQURD ，QURDGUI . 


8 Default 七 oleramce 

if nargin < 4 | isempty(tol) 
tol = 1L.e-6; 

enaQ 


儿 Initialization 
CC= (aa+Db)/2; 


ta = feval(F,a,varargin{f :}); 
fc = feval(F,c,vararginf :}); 
fb = feval(FR,b,varargin{ :}); 


8 RecursiVe Cal1l 

[Q,k] = quaqtxstep (E，a，b，tol，fa，ftc，ftb，varargin{ :}) ; 

fcount = KK + 3; 

在 每 次 递归 调用 quadtxstep 时 , 除了 利用 三 个 之 前 已 计算 的 函数 值 ， 还 要 另外 再 计算 两 
个 函数 值 ， 以 得 到 给 定 区 间 上 积分 的 两 种 辛普森 近似 值 。 如 果 这 两 个 计算 值 之 差 足够 小 , 那 
么 将 它们 组 合 起 来 并 采用 外 推 方法 作为 当前 区 间 上 积分 的 近似 值 。 如 果 它 们 之 间 的 差 大 于 某 
个 闪 值 tol, 则 对 当前 区 间 的 两 个 半 区 间 分 别 执行 递归 过 程 。 
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function [Q,fcount] = quadqtxstep (F,a btol,fa,fc,tb,varargin) 


$ Recursive Subfunction used by quadtx . 
hh=b-a' 
CC= (a+Dp)/2; 


fd = feval (F, (a+c)/2,varargin{f :}) ; 
FEe = feval(PF,，(c+b)/2,vararginf :})， 
Ql1l =h/6*v (fa + 4xfc + fb)， 


Q2 = Ph/12 *x (fa+ 4*rfQa + 2xftc + 4x*fe + fb)， 
it abs(Q2 - QlL) <= tol 
Q =Q2+ (Q2 - Qil)/15:， 
fcount = 2; 
elLSe 
[Qa,ka]l = quadtxstep (FE，a，c，tol，fa，fda，fc，varargin{ : }) 
[Qb ,kbl = quadtxstep (FE，c，b，tol，fc，fe，fb，varargin{ :]); 


Q = Qa + Qb:; 
fcount = ka + kb+ 2:; 
enda 


如 何 选 择 两 种 辛普森 近似 值 之 差 的 赠 值 非 常 重要 ， 也 需要 一 些 技 巧 。 如 累 在 
quadtxstep 函数 的 第 四 个 参数 上 不 指定 阔 值 的 大 小 , 那么 10 “将 作为 默认 的 阔 值 使 用 。 

这 里 需要 技巧 的 部 分 是 ,如 何在 递归 调用 时 指定 合适 的 阔 值 。 为 使 最 后 的 结果 达到 希望 
的 准确 度 , 每 次 递归 调用 时 , 需 把 阔 值 设 为 多 大 ? 一 种 办 法 是 ， 当 递归 调用 每 深 人 一 层 就 将 
闭 值 减 小 一 半 。 这 是 因为 如 果 oa 和 ob 的 误差 都 小 于 tol/2, 那么 它们 之 和 的 误差 必然 小 于 
tol。 如 果 采 用 这 种 方法 ,在 下 面 两 条 语句 


[Qa,ka]l = quadtxstep (FEF，a，Cc，tol，fa，fda，ftc， varargin{ :}) ; 
[Qb,kb] = guadtxstep (了 ，c，b，tol，fc，fte，fb，varargin{ :)}) ; 


中 , 将 改 为 用 tol172 代替 tol。 

然而 , 这 个 方法 有 点 太保 守 了 。 上 面 仅 对 两 个 单独 的 辛普森 法 则 的 结果 估计 误差 ,而 没 
有 考虑 它们 外 推 组 合 的 结果 。 因 此 , 实际 的 误差 总 是 比 这 样 的 估计 小 得 多 。 更 重要 的 是 , 实 
际 误差 接近 于 佑 计 值 的 情况 非常 少见 。 我 们 可 以 允许 “调用 两 个 递归 中 的 其 中 一 个 “其 误差 
接近 于 闪 值 ， 因 为 在 另 一 个 子 区 间 上 误差 可 能 要 小 得 多 。 因 此 在 每 次 递归 调用 时 还 使 用 相同 
的 tol 值 。 

与 本 书 配套 的 函数 其 实 有 一 个 严重 的 缺陷 : 对 计算 失败 没有 预备 措施 。 要 算 的 积分 可 能 
并 不 存在 , 例如 ， 

| 1 dz 


037z 一 上 
具有 不 可 积 的 奇异 性 。 用 quadtx 来 计算 它 将 导致 程序 运行 很 长 时 间 , 最 后 显示 一 条 超过 最 
大 递归 层 数 的 出 错 信 息 而 停止 。 如 果 能 对 这 种 积分 的 奇异 性 进行 诊断 将 更 好 。 


6.4 指定 被 积 函 数 
MATLAB 中 可 以 采取 几 种 不 同 的 方式 , 来 指定 待 积 分 函数 。 对 于 简单 的 、 长 度 不 超过 
一 行 的 公式 采用 inline 命令 比较 方便 。 例 如 ， 


1 Tt 
d 
| /本 下 7 





kt 
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可 用 下 面 的 语句 进行 计算 
开 
Q 
从 MATLAB 第 7 版 开始 , 内 嵌 (inline) 对 象 将 被 一 种 功能 更 强大 的 结构 匿名 函数 
(anonymous function) 所 替代 。 在 MATLAB 第 7 版 中 内 符 对 象 还 允许 使 用 , 但 推荐 用 匿名 画 
数 ， 因 为 后 者 可 以 生成 更 高 效率 的 程序 代码 。 采 用 匿名 函数 , 上面 的 例子 变 为 





inline('1/sdzt (1I+X^4)  ) 
Guadtx (Et,0,1) 


看 半 


f = @(x) 1/sdqrt(1+X 4) 
Q = duadqtx (上 ,0,1) 
如 果 我 们 想 要 计算 
六 szdz 
0 并 
可 能 使 用 下 面 的 语句 
于 inline(' sin(Xx)V/X- ) 


Q - GuadGQtx (ft,0,Pi) 
不 幸 的 是 , 这 将 导致 在 计算 f(0) 时 ,出现 除 以 0 的 出 错 信息 ,并且 最 终 产生 递归 限制 错误 。 
一 种 补救 的 办 法 是 , 将 积分 的 下 限 由 0 变 为 最 小 的 正 浮 点 数 ，realmin。 

Q = quadtx (上 ,zealmin,Pi) 
因为 被 积 函 数 绝 对 值 小 于 1, 且 被 忽略 的 区 间 长 度 小 于 10 沁 ， 所 以 由 改变 积分 下 限 而 带 来 
的 误差 ， 比 伟人 误差 小 很 多 个 数量 级 。 

另 一 种 补救 措施 是 使 用 M 文件 ,而 不 是 内 典 函 数 。 创 建 包含 下 面 程序 的 文件 sinc.m: 


function 三 = Sinc(X) 
E X == 

上 = 1; 
el1Se 

上 = Sinmn(x)/x; 
endQ 


然后 使 用 函数 句柄 计算 积分 

Q = GuaaGtx(esinc,0,pi) 
将 不 会 出 现任 何 困难 。 

经 常会 遇 到 依赖 于 参数 的 积分 , 一 个 例子 是 8 函数 , 它 定 义 为 

pza) = | :G -etdt 

MATLAB 中 已 实现 了 一 个 现成 的 8 函数 , 但 我 们 可 以 以 它 为 例 , 说 明 如 何 处 理 积分 中 的 参 
数 。 创 建 一 个 带 三 个 参数 的 内 纵 函 数 。 

FE = inline(' 七 (2-1)w*(1-t) (w-1) tt zwW) 
或 者 创建 一 个 M 文 件 ， 


function 三 = betaf (七 ,ZWwW) 
E = 七"(z-1)x(1-t)、“(w-1) 
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并 将 其 命名 为 betaf .me . 
就 像 任何 函数 一 样 ,， 参数 的 顺序 是 很 重要 的 。 定 义 被 积 函数 时 ， 必 须 让 积分 变量 为 其 第 
下 然后 给 出 其 他 参数 的 值 ， 作 为 传递 给 quadtx 的 附加 参数 。 要 计算 8(8/3 ,10/3)， 
该 先 设 


Q = guadatx(@betaf,0,1,tol,z,w) ; 


MATLAB 的 函数 通常 希望 其 第 一 个 输入 参数 为 向 量化 的 (vectorized) 形 式 。 例 如 ， 对 于 
数学 表达 式 
Sin 汇 
1 十 并 


应 该 用 MATLAB 的 数组 记号 加 以 定义 。 
Sin(x)./(1 + X. “2) 

如 果 省 略 上 式 中 两 个 点 ， 
8in(X)/(1L + x”`2) 


其 意义 为 线性 代数 中 的 向 量 运算 ， 就 不 是 这 里 的 要 求 了 。MATLAB 中 函数 vectorize 可 以 
将 一 个 标量 表达 式 转化 为 向 量 ,以 被 用 作 函 数 的 函数 的 参数 。 

许多 MATLAB 的 函数 调用 时 要 求 指定 z 轴 的 一 个 区 间 。 从 数学 上 看 , 区 间 有 两 种 表 
达 ,a 委 z 委 8 或 [ae, 5。 在 MATLAB 中 , 也 有 两 种 表示 方式 : 区 间 的 两 端点 ， 可 作为 两 个 
独立 的 参数 a 和 b, 或 者 组 合 为 一 个 向 量 参数 [a, b]。 在 数值 积分 函数 quad 和 quadl 中 使 用 
的 是 两 个 独立 参数 的 形式 ， 而 用 于 求 函数 零 解 的 , fzero, 使 用 单一 的 参数 ， 因 为 一 个 初始 点 
或 者 一 个 二 元 向 量 都 可 以 指定 区 间 。 下 一 章 将 介绍 的 常 微分 方程 求解 器 也 使 用 单一 参数 , 因 
为 多 元 向 量 可 以 指定 需要 在 哪些 点 上 计算 函数 值 。 最 简单 的 绘图 函数 ，ezplot， 可 以 同时 接 
受 两 种 区 间 表 达 方 式 。 


6.5 性 能 


MATLAB 中 demos 目录 下 有 一 个 名 为 hamps 的 函数 , 它 用 于 演示 MATLAB 中 绘图 、 数 
值 积 分 和 方程 求 根 的 有 关 命令 。 这 个 函数 为 


户 ( 工 ) = 1 


1 . 
十 
(z -0.3)2+0.01 (zz -0.9)2+0.04 





输入 语句 
ezplot (@humps,0,I) 
可 以 画 出 0 委 z 宏 1 时 A(z) 的 曲线 图 。 从 图 上 可 以 看 出 ,函数 在 zx =0.3 处 有 一 个 剧烈 的 尖 
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峰 、 在 ==0.9 处 有 一 个 比较 缓和 的 尖峰 。 

使 用 quadgui 函数 求解 这 个 问题 

quadgui (@ehumps,0,1,1.e-4) 


从 图 6-3 可 以 看 出 , 按 指定 的 误差 阔 值 自 适应 数值 积分 算法 在 两 个 峰值 附近 计算 了 被 积 函数 
的 93 个 点 , 这些 计 算 点 散布 于 函数 的 两 个 峰值 附近 。 
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图 6-3 自 适应 数值 积分 
使 用 符号 运算 工具 您 ， 有 可 能 对 产 (z) 进 行 解 析 积 分 。 程 序 语句 


hbh = 1/((x-.3) “2+.01) + 1/((X- ,9) “2+.04) - 6 
I = int (hy) 
计算 出 不 定 积分 
TI = 10*atan(1I0xX-3)+5*atan(S*X-9/2) -6*X 
语句 


D = Simple(int(nh,0,1)) 
Qexact = double (D) 


输出 定 积分 表达 式 

D = 5*atan(16/13)+10xpi-6 
以 及 它 的 浮 点 数值 

Qexact = 29.85832539549867 


一 个 数值 积分 程序 按 指定 的 精度 计算 一 个 积分 所 花费 的 计算 量 可 以 通过 统计 被 积 函 数 的 
求 值 次 数 来 衡量 。 下 面 是 一 个 涉及 humps 函数 和 quadtx 程序 的 实验 
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for KK = 1:12 
tol = 10”(-k) ， 
tQ,fcount] = Guadtx (@humps,0,1,tol)， 
err = Q - Qexact:; 
ratio = err/tol; 
fpPzintf('s58.0e %$21.14f $%$7dq $13.3e %9.3fNn' ， 


tol,Q,fcount ,err,zatioco) 
endQ 


它 的 运行 结果 为 


七 1 Q fcount ezk ez/tol 
IT.e-01 29.83328444174863 25 -2.504e-02 -0.250 
工 .所 -02 29 .85791444629948 41 -4.109e-04 -0.041 
1L.e-03 29.85834299237636 6G9 1.760e-05 0.018 
1.e-04 29.85832444437543 93 -9.9511e-07 -0.010 
1.e-05 29.85832551548643 149 1.200e-07 0.012 
1.e-06 29 .85832540194041 265 6.442e-09 0.006 
1.e-07 29.85832539499819 369 -~5.005e-10 -0.005 
1.e-08 29.85832539552631 605 2.763e-11 0.003 
1.e-09 29.85832539549603 1061 -2.640e-12 -0.003 
1.e-10 29.85832539549890 1469 2.274e-13 0.002 
革 .e-11L 29.85832539549866 2429 -7 了 .105e-15 -0.001 
1.e-I2 29.85832539549867 4245 0.000e+00 0.000 


可 以 看 出 ， 随 着 指定 精度 阔 值 的 减 小 , 求 被 积 函 数值 的 计算 次 数 在 增加 ,而 计算 误差 在 减 小 。 
此 外 , 误差 总 比 精度 阐 值 小 很 多 。 


6.6 积分 离散 数据 


到 目前 为 止 , 本 章 一 直 在 讨论 如 何 计 算 一 个 给 定 函 数 的 定 积分 。 我 们 假设 存在 一 个 
MATLAB 程序 , 可 以 计算 被 积 函 数 在 给 定 区 间 内 任 一 点 上 的 值 , 但 在 许多 情况 下 ,这 个 函数 
可 能 仅仅 是 一 个 有 限 的 坐标 点 集合 , 比如 ( 立 ， 关 ), 有 =1， …，2。 假设 给 定 的 z 坐标 按 升 序 
排列 ， 即 

4&=AZISKZ2 扩 < 了 二 六 
如 何 能 计算 出 积分 


| rz)dz 


的 近似 值 呢 ? 既然 无 法 在 任何 点 处 计算 y= f(z), 前 面 介 绍 的 自 适应 方法 便 无 法 使 用 。 
最 容易 想到 的 办 法 是 ,对 这 些 数据 点 进行 分 段 线性 插值 然后 积分 。 这 样 得 到 复合 祥 形 法 
则 (composite trapezoid rule ) 为 


2 ~1 
十 
个 = 2 了 
赤 一 上 


其 中 尺 = 冯 5- 。 这 种 梯形 法 则 用 一 行程 序 就 可 以 实现 。 


T = sum(dift(x) .*(y(1:enQ-1)+y(2:end) ) /2) 
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MATLAB 函数 trapz 是 另 一 种 程序 实现 方式 。 
图 6-4 显 示 了 一 个 z 坐标 间隔 均匀 的 例子 。 

1:6 

[6 8 11 7 5 2] 


区 
Y 
对 这 些 数据 , 复合 梯形 法 则 得 到 的 积分 结果 为 


IT = 35 
梯形 样 条 


面积 =35.00 面积 =35.25 
图 6-4 积分 离散 数据 


在 实际 中 , 复合 梯形 法 则 通常 就 足够 好 了 ,不 需要 考虑 更 复杂 的 方法 。 不 过 ,基于 更 高 
阶 插值 的 方法 ,能 给 出 积分 的 其 他 近似 值 。 只 不 过 若 没有 关于 原始 数据 的 更 多 信息 , 我 们 也 
不 可 能 确定 它们 是 否 “ 更 准确 ”。 
回忆 前 面 介绍 的 插值 函数 spline 和 pchip, 它们 都 基于 埃 米 特 播 值 公式 ， 
P(z)=32s=25 | 下 一 3hs 十 25- 
态 3 关上 TI 六 3 人 
+ 工 5 ct 十 2 - 轴 


其 中 Sz 委 人 rs=Z 一 不 ， 且 广 = 有 拓 。 这 是 一 个 的 三 次 多 项 式 ， 因 此 也 是 z 的 三 次 多 
项 式 。 它 满足 四 个 插值 条 件 ,， 两 个 关于 函数 值 、 两 个 关于 函数 的 导数 值 ， 
忆 (z) 三 次， 忆 (zk+r1) 一 次 +1 
PC(zi)= 中 ,PC(z+D=d 人 il 
其 中 斜率 改 由 splinetx 或 pchiptx 计算 。 
习题 6-20 要 求 读者 证 明 


必 SA+L 十 次 2 Q+1l 二 中 
P(z)dz = 和 由 一 一 玉 
<“ 2 “ 12 





因此 有 
| PCz)dz 三 工 一 也 
其 中 下 是 复合 梯形 法 则 算出 的 值 ， 
D -~ 吨 局 7 
而 D 是 对 复合 梯形 法 则 的 更 高 阶 修正 量 , 它 使 用 由 splinetx 或 pchiptx 计算 出 的 斜率 。 
如 果 z 坐标 是 等 间 臣 的 ， 上 述 求 和 中 的 大 多 数 项 将 相互 抵消 ,，DD 就 变 成 一 个 仅 含 第 一 个 
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和 最 后 一 个 斜率 的 简单 端点 修正 式 (end correction ) ; 
dd 一 Cd 
刀 == 厂 2 7 


对 于 图 6-4 中 的 采样 点 , 按 线性 捅 值得 到 的 积分 结果 ( 即 曲线 下 面积 ) 为 33.00， 而 样 条 
插值 得 到 的 结果 为 33.25。 我 们 没有 显示 采用 保 形 埃 米 特 插值 的 情况 ,， 它 的 积分 结果 为 
35.41667。 积 分 过 程 实际 上 削弱 了 采用 不 同 插值 函数 所 造成 的 差异 ,因此 虽然 采用 三 种 捅 值 
得 到 的 函数 图 像 可 能 形状 不 同 , 但 由 它们 得 到 的 积分 近似 值 通常 都 非常 接近 。 


6.7 更 多 阅读 资料 
关于 程序 auad 和 quadl 的 背景 ， 请 参考 Gander 和 Gautschi 写 的 论文 [23] 。 
习题 


6.1 使 用 命令 quadgui 按 给 定 的 精度 冰 值 计算 下 列 函数 在 给 定 区 间 上 的 积分 。 对 每 个 问题 
需要 计算 多 少 次 函数 值 ? 计算 函数 值 的 位 置 集中 在 什么 地 方 ? 


xz) Q 忆 七 1 
humps (X) 0 1 10- 
humps (x) 0 1 10- 
humps (X) -1 2 10- 
Sin x 0 工 10-8 
CosxX 0 (9/2) 工 10- 
AAAX 0 1 10-8 
Xilogx eps 1 10-8 
tan(sin x) -~ sin(tan xz) 0 区 10-8 
1/(G3x 一 T) 0 1 10- 
18/3(1 一 及 10/3 0 1 10-8 
125(1 一 力 ? 0 1 10-8 
6.2 将 Q 表示 为 从 F(e) 到 7e) 的 五 个 函数 值 的 加 权 求 和 的 形式 , 并 证 明 它 有 六 阶 准确 度 


( 见 6.2 节 )。 
6.3 7 个 等 间距 点 的 复合 梯形 积分 法 则 为 


一 2 . 
Te(CP) = 条 F(a) + 2 Fa + 大 ) 十 分) 





其 中 
一 也 一 
P=n 
设 不 同 的 ” 值 , 用 厂 (. 户 的 公式 计算 积分 
1 2 
X 三 | 和 52dz 


以 得 到 r 的 近似 值 。 计 算 的 准确 度 如 何 随 ” 的 取 值 而 变化 ? 
6.4 设 不 同 的 精度 阔 值 , 通过 quadtx 计算 积分 


区 一 上 一 和 dz 
-11 二 2 
来 近似 r。 随 着 阔 值 的 不 同 , 结果 的 准确 度 和 函数 值 的 计算 次 数 如 何 变化 ? 
6.5 使 用 符号 工具 盒 求 积分 
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6.6 


60.8 


0.9 








4(1 一 z)4 
0 1T+2Z2 工 
(a) 看 到 这 个 积分 ,你 是 否 能 想起 哪个 著名 的 近似 公式 ? 
(b) 对 这 个 积分 的 数值 计算 有 什么 困难 吗 ? 
误差 函数 erf(z ) 用 积分 : 
erf( 并 ) = 全 er dz 
来 定义 。 使 用 程序 auadtx 计算 zx = 0.1,0.2,…,1.0 对 应 的 erft(z), 并 将 其 与 MAT- 
LAB 内 部 函数 erf(x) 得 到 的 结果 进行 比较 。 
8 函数 ，8(z ,也 ) ， 由 积分 


1 
B(z ,了 z 世 ) = | 二 :Ga 一 志 )w1dt 


定义 。 请 自己 编写 一 个 M 文件 mybeta, 使 用 quadtx 计算 8(z, 刀 )。 将 它 的 结果 与 
MATLAB 内 部 函数 beta(z，w) 作 比较 。 
函数 P(z ) 由 积分 


FPCz) = | zie tdt 


定义 。 用 数值 积分 方法 来 计算 F(z ) 可 能 既 效 率 不 高 、 又 不 可 靠 。 困 难 主要 在 于 无 限 的 
积分 区 间 和 被 积 函数 值 的 变化 范围 太 大 。 

请 编写 一 个 M 文件 mygamma, 使 用 auadtx 计算 PR(z), 将 它 的 结果 与 MATLAB 内 
部 函数 gamma(x) 作 比较 。 对 什么 样 的 =, 你 所 编写 的 函数 运行 速度 快 而 且 准 确 ? 对 什 
么 样 的 zx, 它 的 运行 速度 慢 且 结果 不 可 靠 呢 ? 
(al) 积分 

coszdz 

的 精确 值 是 多 少 ? 
(b) 用 quadtx 计算 这 个 积分 会 怎样 ? 为 什么 它 的 结果 是 错 的 ? 
(c) 函数 quad 如 何 能 克服 这 个 困难 ? 


6.10 (a) 用 ezplot 命令 画 出 zsin 二 在 区 间 0 委 z 委 1 上 的 图 形 。 


(b) 使 用 符号 工具 盒 计 算 
| =an 全 dz 
(c) 如 果 执 行 命令 
quadatx (inline('xxsimn(1L/x) ') ,0,1)， 


会 怎么 样 ? 
(d) 怎样 才能 克服 上 面 出 现 的 困难 ? 


6.11 (a) 用 ezplot 命令 画 出 zz 在 区 间 0 委 z 和 1 上 的 图 形 。 


(b) 如 果 用 符号 工具 盒 来 计算 积分 
: 1 
| xdQZ 
0 
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6.12 


6.13 


6.14 


6.13 


的 解析 表达 式 , 会 发 生 什么 情况 ? 
(c) 尽 你 所 能 , 求 出 这 个 积分 最 准确 的 数值 结果 。 
(d) 得 到 的 结果 的 误差 是 什么 ? 
从 
令 
7Jz)=log(1+)log(1 一 工 ) 
(a) 用 ezplot 命令 画 出 -1 委 z 委 1 区 间 上 FA(z) 的 图 形 。 
(b) 用 符号 工具 盒 计 算 积 分 


| ra)dz 


的 解析 表达 式 。 
(c) 计算 由 (b) 得 到 的 解析 表达 式 的 数值 结果 。 
(d) 若 用 命令 


quadtx (inline('*1og(1+X)*1og(I-x)')，-1, 1) 


进行 数值 积分 , 会 发 生 什么 ? 
(e) 如 何 解决 上 面 出 现 的 困难 ? 验证 你 的 答案 。 
(f) 在 使 用 quadtx 和 (e) 中 办 法 时 , 设置 各 种 精度 阔 值 ， 画 出 不 同 冰 值 的 误差 曲线 ,， 画 
出 不 同 阔 值 的 函数 求 值 次 数 曲 线 。 
令 
F(z)=z0--10z8+33z6 一 40z4 二 16z? 
(a) 用 ezplet 命令 画 出 -2< 委 z 委 2 区 间 上 FCz) 的 图 形 。 
(b) 用 符号 工具 盒 计 算 积 分 


| ra)az 


的 解析 表达 式 。 
(c) 计算 这 个 解析 表达 式 的 数值 结果 。 
(d) 若 用 命令 
F = inline('x^*10-10xx^8+33xX`6-40*X ~4+16*X 27 ) 
quadtx (了 F,， -2 2) 
进行 数值 积分 ,会 发 生 什 么 ? 为 什么 ? 
(e) 如 何 解 决 上 面 出 现 的 困难 ? 
(a) 用 函数 quadtx 计算 


2 
| CVD 
(b) 为 什么 在 上 述 命令 执行 过 程 中 , 没有 在 上 = 0 处 出 现 除 以 零 的 问题 ? 
定 积分 有 时 有 这 样 的 性 质 ; 被 积 函数 在 一 个 或 两 个 区 间 端 点 上 的 值 无 穷 大 , 但 定 积分 
自身 的 值 还 是 有 限 的 。 换 句 话 说 , lim。.。| F(z)| = co 或 lim。s| F(z)1 = oo, 但 积分 


| re )dz 


存在 且 为 有 限 值 。 
(a) 修改 程序 quadtx 使 得 , 当 F(a) 或 FL ) 被 检测 到 为 无 穷 大 时 ,输出 一 条 合适 的 警 


j 
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告 信 息 , 然后 在 非常 靠近 a 或 5 的 一 个 点 上 重新 计算 F(z)。 这 样 做 让 自 适应 积分 
算法 可 以 执行 下 去 , 并 可 能 收敛 ( 你 可 能 想 知道 quad 命令 是 如 何 做 的 )。 
(b) 寻找 一 个 例子 , 它 让 上 面 的 警告 信息 出 现 , 但 却 有 有 限 的 积分 结果 。 
(al) 修改 程序 quadtx 使 得 ， 当 计算 函数 值 的 次 数 超过 10，000 次 时 , 终止 递归 程序 ， 
并 显示 一 条 适当 的 警告 信息 。 并 保证 这 个 警告 信息 仅 显示 一 次 。 
(b) 找 一 个 例子 使 上 面 的 警告 信息 出 现 。 
MATLAB 函数 auadl 采用 的 自 适 应 数值 积分 算法 是 基于 比 辛 普 森 法 更 高 阶 的 方法 。 
因此 对 光滑 函数 求 积分 时 ，quadl 仅 计 算 较 少 的 函数 值 就 能 达到 指定 的 准确 度 。 这 个 
函数 和 名字 中 的 “1" 源 于 Lobatto 数值 积分 , 它 使 用 不 等 间距 的 点 来 获得 更 高 阶 的 准确 
度 。quadl 中 所 用 的 Lobatto 公式 为 下 面 的 形式 : 


| rz)dz = wlF(-1)+rwzF-zi)+zmzzl + ziFCGL) 


这 个 公式 的 对 称 性 , 使 得 它 对 于 奇数 次 的 单项 式 F(z) = 友 , 六 =1, 3, 535,，… 完 全 
准确 。 若 要 求 它 对 偶数 次 的 zx 、z? 和 xz 也 准确 , 则 得 到 带 三 个 变量 zol、zz 和 zl 
的 三 个 非 线 性 方程 。 除 了 这 个 基本 的 Lobatto 规则 外 ，quadl 还 使 用 了 更 高 阶 的 Kron- 
rod 规则 , 其 包含 了 其 他 横 坐 标 zx 和 权重 zwx。 

(a) 推导 关于 Lobatto 参数 mwl 、z2z 和 zi 的 方程 , 并 求解 它们 。 
(b) 在 文件 quadl.m 中 找到 这 些 值 的 位 置 。 


令 


五 一 | zerraz 
《a) 证 明 
五 0=1 工 一 1Me 
和 
天 一 1 一 RE 1 
(b) 假设 我 们 要 计算 2 = 20 时 的 El ，…， 已 ,， 下 面 哪 种 方法 速度 最 快 、 最 准确 ? 
e@ 对 每 个 &, 用 auadtx 计算 及。 
e 使 用 向 前 递归 : 
下 0=1 一 1Me 
for R=2，…7 ,及 二 1 一 RE 1 
e 使 用 向 后 递归 ,开始 于 N=32, 并 给 EN 赋予 一 个 完全 不 准 的 值 ; 


达 N=0 
for 有 三 入,…)2,E_1=(1 一 下 ) AR 
ignore 丘 。+1，…， 顾 N 


(忽略 掉 瑟 ,+1，…, 万 N) 

杂志 SIAM Nereus 的 2002 年 一 /二 月 期 上 刊登 了 牛津 大 学 Nick Trefethen 教授 的 一 篇 
文章 , 题目 为 “4A Burnared-dollar ，Burcred-digit Chalienrsge”( 一 百 美元 /一 百 位 数字 的 
挑战 )[58]。Treferzpen 教授 所 说 的 挑战 包括 十 个 数值 计算 问题 ， 每 个 问题 的 答案 都 是 
一 个 实数 。 他 要 求 计算 出 每 个 答案 的 前 10 位 有 效 数 字 , 而 计算 出 最 多 正确 位 数 的 人 
或 研究 组 将 得 到 100 美元 的 奖金 。 来 自 25 个 国家 的 94 支 团队 参加 了 这 项 计算 工作 ， 
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结果 大 大 出 乎 Trefethen 教授 的 预料 。20 支队 伍 得 到 了 完美 的 100 分 , 另外 还 有 S 支 
队伍 得 了 99 分 。 最 近 , 一 本 相关 的 后 续 书 已 经 出 版 了 [10j 。 
Trefethen 教授 的 第 一 个 问题 是 计算 


了 = ia| zteos(z-1ogz)dz 
的 值 。 
(a) 为 什么 我 们 不 能 简单 地 写 几 行程 序 , 用 某 个 MATLAB 中 的 数值 积分 函数 来 计算 
这 个 积分 ? 
下 面 是 能 计算 出 了 的 若干 位 有 效 数 字 的 一 种 方法 。 将 要 求 的 积分 表示 为 区 间 上 
的 积分 无 限 和 的 形式 ， 且 每 个 区 间 上 ，, 被 积 函 数 的 正 负 号 不 发 生变 化 : 


工 = 妆 了 了， 
其 中 


Ti = | leos(z-Hogz)dz 
座 


这 里 zo=1, 并 且 对 有 >0，zx 为 方程 cos(z llogz)= 0 顺序 排列 的 根 ,， 其 顺序 为 
zl1>zz>…o。 换 名 话说, 对 &>0，zxx 满足 方程 
log> 
Se 人 
你 可 以 用 某 个 函数 零 值 求解 器 ,如 fzerctx 或 fzero 来 计算 立 。 如 果 能 使 用 符号 工 
具 盒 , 也 可 以 用 lambertw 计算 出 人 次。 对 每 个 鼠 ， 可 用 quadtx、quad 或 quadl 计算 数 
值 积分 五 。 由 于 歼 为 交替 的 正 数 和 负数 , 所 以 这 个 级 数 的 部 分 项 和 可 能 大 于 或 者 
小 于 无 限 项 和 的 极限 值 。 而 且 , 相 比 单个 部 分 项 和 , 两 个 相继 部 分 项 和 的 平均 值 更 
接近 最 终结 果 。 
(b) 在 可 接受 的 时 间 内 ,用 这 个 方法 尽 可 能 准确 地 计算 出 工 。 尝 试 算 出 至 少 四 位 或 五 
位 准确 的 有 效 数字 , 也 可 以 算出 更 多 位 。 对 每 个 结果 , 估计 它 的 准确 性 。 
(c) 研究 在 上 述 计 算 中 , 如何 使 用 Aitken 的 8 加 速 方法 : 
(了 :一 了 








于 
证 明 埃 米 特 插值 多 项 式 
2_D 3 3_3p 2 二 5 3 
PCG) = 人 省 帮 -和 25 加 


2(s 一 万 ) 一 态 )2 
十 2 55 CA+1 十 站 (及 
在 一 个 子 区 间 上 的 积分 为 
4 HL 二 和 凑 2 人 Et 二 人 惧 
| Poa 一 大 1 忆 全 


(a) 将 程序 splinetx 和 pchiptx 分 别 修改 为 splinequad 和 pchipguad, 使 它们 分 别 采 
用 样 条 和 pchip 插值 对 离散 数据 进行 积分 。 

(b) 用 你 编写 的 程序 、 以 及 trapz,， 对 下 面 的 离散 数据 进行 积分 
X = 1 :6 


y=[68 11 7 5 3] 


] 


150 





(c) 用 你 编写 的 程序 、 以 及 trapz, 近似 地 计算 积分 
1 4 
国 
这 里 ， 需 先 用 语句 


x = round(100* [0 sort (zand(1,6)) 1])/100 
YyY = round(400./(1+Xx. “2))/100 


随机 生成 一 些 离散 数据 点 。 如 果 采 样 点 无 限 多 且 每 个 点 的 值 无 限 准确 , 那么 积分 
结果 都 等 于 x。 但 这 里 我 们 仅 用 8 个 点 ,每 个 点 也 仅 是 两 位 精度 的 十 进 制 数 。 
6.22， 下面 的 程序 使 用 样 条 工具 盒 (Spline Toolbox) 中 的 函数 , 请 问 它 的 功能 是 什么 ? 


X = 三 1:6 
y= [6 8 11 7 5 3] 
下 OF 全 着 丰 0 而 
Qisp(e) 
ppval (fnint (csape (x,Yyve) ) ,X(end) ) 
enaQ 
6.23 ”你 的 手 有 多 大 ? 图 6-5 显示 了 采用 三 种 方法 , 计算 习题 3.3 中 数据 围 成 区 域 的 面积 。 
Q=0.3991 


Q=0.4141 





图 6-5 手 的 面积 


(a) 多 边 形 的 面积 。 用 直线 连接 相 邻 的 两 个 数据 点 ， 然后 连接 最 后 一 点 和 第 一 个 点 。 
如 果 这 个 过 程 中 没有 线 相交 , 则 结果 为 一 个 含 冯 个 顶点 (zi 中 ) 的 多 边 形 。 人 
经 典 的 、 但 鲜 为 人 知 的 事实 是 , 这 个 多 边 形 的 面积 为 
(zly2z 一 Z2y1 十 Z2y3 一 并 3y2 十 十 Tay1 一 Z1yn) /2 
如 果 x 和 y 均 为 列 向 量 , 则 可 以 在 MATLAB 中 用 一 行 命令 计算 : 
(AT [2 了) [22 
(b) 简单 数值 积分 。MATLAB 中 可 以 用 函数 inpolygon 确定 平面 点 集中 哪些 点 包含 
于 给 定 的 多 边 形 区 域 。 这 个 多 边 形 由 包含 顶点 坐标 的 两 个 数组 x 和 Y 指 定 ， 而 平 
面 点 集 可 以 是 一 个 间距 为 h 的 二 维 正方 形 网 格 。 
[ru,v] = meshgrid(xmin:h:xmax,ymin:h:ymax) 
程序 语句 
k = inpolygon(uv,x,Yy) 
返回 一 个 和 uv 长 度 一 致 的 数组 ,， 多边形 内 的 点 ,对 应 位 置 上 元 素 值 为 1, 而 多 边 
形 外 的 点 , 对 应 值 为 0。 多 边 形 区 域内 点 的 数目 也 就 是 k 中 非 零 元 素 的 数目 ， 即 
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(c) 


nnz(k)， 因 此 对 应 网 格 部 分 的 面积 为 
hh“2xnmnz (K) 


二 维 自 适 应 数值 积分 。 定 义 区 域 的 特征 函数 (characteristic function)X(x ，v)，, 若 
点 (xz，u) 在 区 域内 ，Xx(x ，v) 就 等 于 1， 否则 其 值 为 0。 因 此 , 区 域 的 面积 可 以 表 
示 为 


zc 了)dzdw 


当 u 和 v 为 标量 、 或 长 度 相 等 的 数组 时 ， 可 用 MATLAB 中 的 函数 inpolygon(u， 
v,，x,，y) 计 算 特 征 函数 。 由 于 计算 数值 积分 丽 数 需要 它们 中 一 个 为 标量 、 另 一 个 
为 数组 ， 所 以 我 们 创建 一 个 包 禽 语 名 

tunction KkK = chi(uvv xy) 

if all(size(u) == 1)，Uu = ul(ones (size(v))); end 

if all(sizel(v) == 1)，Vv = v(ones(sSize(u))); ena 

k = inpolygon(uvVv,Xry) ， 


的 M 文 件 chi.m。 然 后 ,执行 命令 
ablquad (@chi ,xmin,xmax,ymin,ymax,tol，[] ,x,Y) 


就 可 以 得 到 二 维 的 自 适应 数值 积分 。 

这 是 三 种 方法 中 效率 最 低 的 一 个 。 自 适应 数值 积分 希望 被 积 函 数 相 当 光 清 ， 
但 yx(x，z) 肯 定 不 光滑 。 因 此 ， 当 tol 小 于 10 或 10 时， 需要 大 量 的 计算 
时 间 。 

图 6-5 显示 了 三 种 方法 估计 出 的 面积 ,即便 使 用 较 大 的 网 格 和 精度 阀 值 ， 它 
们 仍 能 保持 大 约 两 位 数字 的 一 致 性 。 用 你 自己 的 数据 进行 实验 , 然后 使 用 适度 的 
计算 时 间 , 看 看 三 个 估计 结果 的 接近 程度 。 
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MATLAB 有 多 种 不 同 函 数 用 于 常 微分 方程 的 数值 求解 。 本 章 简要 描述 了 这 些 函 数 的 使 
用 方法 并 比较 了 他 们 的 效率 、 精 度 和 一 些 特殊 性 能 。 这 些 性 能 比较 中 , 刚性 (stifftness) 这 一 微 
妙 的 概念 扮演 了 重要 的 角色 。 


7.1 微分 方程 求 积 


常 微分 方程 的 初 值 问 题 (initial value problem) 就 是 寻找 满足 
do = Fiy(D) 


和 初始 条 件 
yto) = y0 
的 函数 y(t)。 对 这 个 问题 进行 数值 求解 ,就 是 生成 一 系列 自 变量 如 ,所 ,…， 和 对 应 的 因 变 量 
yo,y1,……， 使 得 每 个 近似 等 于 刀 处 的 函数 值 
or Sb)7 二 0 
现代 的 数值 方法 都 可 以 自动 地 确定 步 长 
六 = t+1 一 幼 
这 样 , 数值 解 的 佑 计 误差 就 可 以 用 一 个 指定 的 阔 值 加 以 控制 。 
微 积分 的 基本 理论 给 出 了 微分 方程 和 积分 之 间 的 重要 联系 : 


(+ 人 = (0D+| sy(s))ds 


这 里 不 能 直接 使 用 数值 求 积 的 方法 近似 求 出 这 个 积分 ,因为 函数 y(s) 未 知 ,所 以 无 法 计算 被 
积 函 数 。 但 是 , 基本 的 思路 仍然 是 选择 一 系列 不 同 的 疡 , 然后 用 这 个 公式 产生 需要 的 数值 解 。 

有 一 种 特殊 情况 值得 注意 , 那 就 是 AFL:,y) 仅 仅 是 上 的 函数 。 此 时 ,这 个 简单 的 微分 方程 
就 可 以 通过 一 系列 求 积分 过 程 来 获得 数值 解 。 


Jpn+l 二 yyr 十 上)as 
在 本 章 中 , 将 经 常 使 用 变量 上 方 加 “点 "来 表示 它 的 各 阶 导数 : 


.dy( yt 
了 = 玖 nd 生生) 


7.2 方程 体系 


许多 问题 的 数学 模型 会 涉及 到 不 止 一 个 的 未 知 函 数 , 以 及 二 阶 或 更 高 阶 的 导数 。 这 些 模 
型 可 以 通过 把 y( 加 看 成 是 时 间 上 的 向 量 值 函 数 加 以 处 理 , 向 量 值 函 数 的 每 个 分 量 代表 一 个 
未 知 函 数 或 者 它 的 一 阶 导数 。MATLAB 的 向 量 符号 在 这 里 非常 方便 的 使 用 。 

例如 , 可 以 把 一 个 描述 谐 波 振荡 器 (harmonic oscillator) 的 二 阶 微分 方程 

工 () 一 一 工 (t) 


变 为 两 个 一 阶 方程 。 设 向 量 值 函数 y(t) 包 括 两 个 分 量 ，z(z) 及 其 一 阶 导数 二 (t): 





名 


160 第 7 章 





《 
用 这 个 向 量 ， 原始 的 微分 方程 可 表示 为 
.，、_「 福 ( 
30=| 


_ | >] 
一 y1() 
MATLAB 中 用 于 定义 微分 方程 的 函数 , 将 上 和 y 作为 输入 参数 , 返回 一 个 列 向 量 护 z,y)。 
针对 谐 波 振荡 器 的 例子 , 这 个 函数 可 以 是 包含 下 面 语 句 的 M 文 件 


function ydqet = harmonjic (上 t,Y) 
ydot = [y(2); -yY(1L) 1 


另 一 种 表达 是 使 用 内 岩 函 数 , 其 中 包含 矩阵 相 乘 运算 
f = inline(' [0 1) -1 0]x>xy'vt'vy'); 
或 者 ,也 可 使 用 匿名 函数 
E=@lt,y) [o 1; -1 0]*y 


无 论 包 种 情况 , 都 必须 把 变量 上 作为 第 一 个 参数 , 既 便 它 并 没有 显 式 地 出 现在 微分 方程 中 。 
下 面 是 一 个 稍微 复杂 一 点 的 例子 , 二 体 问题 (two-body problem)。 它 描述 的 是 ,一 个 物体 
被 另 一 个 质量 远大 于 自己 的 物体 吸引 着 做 轨道 运动 的 情形 。 以 质量 较 大 的 物体 的 中 心 为 原 
点 , 笛 卡 儿 坐 标 系 中 两 个 坐标 x(z) 和 (满足 的 方程 为 
让 (ti) = 一 Mt)Ar(t)3 
站 (tt) = 一 本 (Ar 人 (tt 
其 中 
ri) =Vaz(t)2 二 (Et) 
向 量 yt 有 四 个 分 量 : 
2 (zt) 
vt) 
2 (zt) 
忌 《) 


y(t) 三 


微分 方程 表示 为 

2 (tt) 

癌 (t) 
一 zt)Ar(t)3 
一 (ti)Ar(t)3 


yt) 三 


这 个 例子 对 应 的 MATLAB 函数 为 
function ydqot = twobody (上 t,Y) 
zx = SGqzrt(y(1) ”2 + y(2) “2) ; 
yaot = [y(3); y(4); -y(1L)Vz 3; -yY(2)/r 3] ; 


可 以 更 简洁 地 写成 
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function yaqct = 七 woboqay ( 蕊 ,Y) 
yqoet = [y(3:4); -YY(1:2)V/norm(y(1:2)) ”3] 


尽管 使 用 了 向 量 操 作 ， 上 面 第 二 个 M 文 件 在 效率 上 并 不 比 第 一 个 有 明显 的 提高 。 
7.3 线性 化 的 微分 方程 


一 个 微分 方程 的 解 在 任意 一 点 ( 雪 ,， 久 ) 附 近 的 局 部 性 质 可 以 通过 Fi ,y) 的 二 维 泰 勤 展 开 

加 以 分 析 : 
Fity) = EX) Ta 人 一直 ) 二 JJ 一 多) 十 全 
其 中 
x 于 Gy = 下 (cy) 

这 个 展开 中 最 重要 的 项 是 , 涉及 雅 可 比 矩 阵 J 的 项 。 对 于 一 个 含 ” 个 分 量 的 微分 方程 系统 ， 

yt) 万 人 (31 
也 | 











dt 。 拉 
or 人) 万 人 yo 
雅 可 比 矩 阵 是 由 偏 导数 组 成 的 zx 2 抢 阵 : 
[2 37 
9y1 93y2 9yr 
?2 322 .2 
J = 133y1 93y2 ay 
2 户 3 万 2 太 
By ay ”oj 
雅 可 比 矩 阵 对 函数 局 部 性 质 的 影响 , 可 以 通过 求解 线性 常 微分 方程 系统 
yy 一 几 


来 加 以 说 明 。 令 和 手 阵 的 特征 值 为 六 = + io， A= diag()， 表 示 由 特征 值 组 成 的 对 角 阵 。 
如 果 存 在 对 应 的 一 组 线性 无 关 的 特征 向 量 了 , 那么 


本 = VAV-I 
Vz=y 
可 以 把 局 部 的 方程 系统 转化 为 一 组 关于 zx 独立 分 量 的 解 耦合 方程 ; 
RE 二 AZA 
方程 组 的 解 为 ; 


(Et) 一 eatt) 和 (万 ) 
对 于 单独 分 量 zx(i), 当 愉 为 正 数 时 , 它 的 值 随时 间 上 增 大 而 增 大 ; 当 mx 为 负 值 时 , 它 的 值 
则 随时 间 增 大 而 减 小 ; 当 内 非 零 时 ， 函数 曲线 会 出 现 震 划 。 而 局 部 解 y(t) 的 各 分 量 ， 则 是 
这 些 特性 函数 的 线性 组 合 。 
以 谐 波 振 划 器 为 例 ， 
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、 0 1] 
>=[ 10” 


是 一 个 线性 系统 ,其 雅 可 比 抢 阵 非常 简单 ,为 


和 矩阵 j 的 特征 值 是 土 ;， 则 方程 的 解 仅 仅 是 失 和 e “两 个 震 划 函数 的 线性 组 合 。 


一 个 非 线性 的 例子 , 是 二 体 问题 ， 其 方程 为 
3(L) 
. y4(t) 
了 |- wrap 
一 (ti)Ar(t)3 
其 中 


rt) =VICD 二 3 
在 习题 7.6 中 , 要 求 读者 证 明 这 个 系统 的 雅 可 比 和 矩阵 是 
0 0 一 0 
1| 0 0 0 
一 2- 和 3y 0 0 
3yiy 22%- 巡 0 0 
可 以 证 明 , j 的 特征 值 仅 依赖 于 半径 ~(t): 


V2 
1 
4 一 了 3 -5 


可 以 看 出 ， 其 中 一 个 特征 值 是 正 实数 ,因此 对 应 解 的 一 个 分 量 呈 增加 态势 。 另 一 个 特征 值 是 
负 实 数 ， 对 应 一 个 误 减 的 分 量 。 还 有 两 个 纯 虚 数 的 特征 值 ， 对 应 两 个 震 葛 分 量 。 然 而 ,这 个 
非 线性 系统 的 整体 特性 非常 复杂 ,无 法 用 这 样 的 局 部 线性 分 析 来 描述 。 


7.4 单 步 法 


对 于 初 值 问题 , 最 简单 的 数值 方法 是 欧 拉 法 。 它 采用 固定 的 步 长 六 通过 公式 
Jrn+l 二 yn 十 六 六 ty) 
tn+l 二 加 十 大 
计算 近似 解 。MATLAEB 的 程序 用 到 起 始点 t0, 终点 tfinal,， 函 数 初 值 Y0, 步 长 h， 以 及 一 个 
inline 函数 或 者 函数 句柄 f， 主 循环 为 ， 
七 七 0 ; 
Y = Y0; 
while 二 <= 七 inal 


= yy + hxfeval(E,t,y) 
七 = 七 + nn 
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如 果 2 是 同 量 而 且 也 返回 一 个 向 量 ， 上 面 的 方法 就 可 以 很 好 地 运行 。 
欧 拉 法 中 对 六 2z 积 分 使 用 的 是 矩形 公式 , 被 积 陋 数 只 在 求 积 区 间 的 左 端点 被 计算 一 次 。 
所 以 当 Fz) 为 常数 时 该 方法 是 精确 的 ,而 当 Fz) 为 线性 时 则 不 然 , 并 且 误 差 和 六 成 比例 。 
所 以 为 了 获得 一 定位 数 的 精度 需要 选 很 小 的 步 长 。 然 而 在 我 们 看 来 ,， 欧 拉 法 本 身 最 大 的 缺 
点 ,是 没有 提供 误差 估计 方法 , 也 就 是 无 法 自动 确定 步 长 来 得 到 期 望 的 精度 。 
如 果 在 欧 拉 法 基础 上 再 增加 一 次 函数 求 值 , 则 可 能 得 到 一 个 解决 办 法 。 类 似 于 积分 中 的 
中 点 公式 和 梯形 公式 , 这 里 也 有 两 种 选择 。 类 比 中 点 公式 ， 先 用 欧 拉 法 计算 区 闻 的 一 半 ，, 在 
中 点 处 估算 函数 值 , 然后 再 用 这 里 的 斜率 ,进行 实际 的 一 步 计 算 : 
5 = 护 如 on) 
52 -ji 十 生 ， 十 和 
yn+l 三 加 十 732 
如 1 三友 十 天 
类 比 梯形 公式 , 先 用 欧 拉 法 试探 性 地 计算 区 间 终 点 处 的 本 数值 ,然后 取 区 间 起 点 和 终点 两 处 
斜率 的 平均 进行 实际 的 一 步 计算 : 
31 一 大 刀 or) 
52 = 大 (如 十 六 十 jsl) 





31L 十 32 
.yn+t = 二 天 2 


t+1 三 加 十 不 

如 果 同 时 使 用 这 两 个 方法 , 它们 会 产生 两 个 不 同 的 w+it 的 值 , 这 两 个 值 的 差 可 以 作为 误 
差 估计 从 而 自动 选择 步 长 。 此 外 , 这 两 个 值 的 外 推 组 合 , 将 比 它们 中 的 任何 一 个 都 具有 更 高 
的 准确 性 。 

继续 上 述 方法 , 我们 就 得 到 了 求解 常 微分 方程 单 步 法 (single- step methods) 的 主要 思想 。 
对 妃 和 如 + 之 间 的 几 个 不 同 上: 值 ， 估算 函数 .Az)， 然 后 由 这 些 了 值 的 线性 组 合 加 上 入 得 到 
需要 的 y 值 。 在 实际 的 计算 中 , 这 一 步 往往 采用 另 一 种 函数 值 的 线性 组 合 。 现 代 的 单 步 法 使 
用 这 些 函 数值 的 另 一 种 不 同 线性 组 合 , 来 进行 误差 估计 和 确定 步 长 。 

单 步 法 通常 称 为 龙 格 - 库 塔 方法 (Runge - Kutta methods) ， 由 两 位 德国 的 应 用 数学 家 在 
1905 年 左右 首先 提出 的 。 经 典 的 龙 格 - 库 塔 方法 在 计算 机 发 明 前 的 手动 计算 中 广 为 使 用 ， 
并 在 今天 仍然 流行 它 每 步 使 用 四 个 函数 估 值 : 

51 = 所 加) 
瑚 


玉 
32 = 十 Do + 去 5 


_ 五 严 
33 = /+ 二 ,+ 号 o 
54 三 所 加 十 挛 ，r 十 js3) 
.yz+1l = 四 (GT+252+253+54) 
zl 三 加 十 天 


如 果 F(z,y) 和 y 无 关 , 那么 上 式 中 有 sz = sj， 该 方法 退化 为 辛普森 求 积 公式 。 
经 典 的 龙 格 - 库 塔 方法 本 身 并 不 提供 误差 估计 , 然而 有 时 可 以 使 用 步 长 & 和 A/2 分 别 计 
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算得 到 一 个 误差 估计 , 但 现在 有 了 更 有 效 的 方法 。 

MATLAB 中 的 几 个 常 微分 方程 求解 程序 , 包括 本 章 后 面 介 绍 的 一 些 方法 ,都 是 单 步 法 
或 龙 格 - 库 塔 法 。 一 般 地 , 单 步 法 可 由 一 组 参数 ww ,8 X， 和 6; 来 描述 ,计算 可 分 为 及 个 
阶段 。 在 每 一 阶段 ， 对 一 个 特定 的 上 ,通过 计算 /zt,y) 得 到 斜率 %， 其 中 y 根据 已 求 得 的 斜 
率 的 线性 组 合计 算 : 





2 一 
3i 一 了 z 十 Q 态 ，yn 十 声 >， ij ,2 三 1 ，…… ,天 
7j=1 
当前 步 的 计算 也 使 用 这 些 斜率 的 线性 组 合 : 


ynaxl 三 甸 十 天 之 Ti3i 
同时 , 通过 另 一 个 斜率 的 线性 组 合 来 估计 当前 步 的 计算 误差 ; 


en+l 三 大 >， 6is; 
如 果 误 差 小 于 指定 的 冰 值 , 那么 这 步 成 功 结束 并 得 到 新 的 w+1,， 否则 ,失败 ，w+i1 被 放弃 。 
这 两 种 情况 下 , 估计 的 误差 都 用 来 计算 下 一 步 的 步 长 上 。 

这 些 方法 的 参数 由 斜率 的 泰 勤 展 开 式 中 的 项 得 到 , 泰 勤 展开 式 中 包含 的 害 和 Jt,y) 
不 同 的 偏 导数 。 一 种 方法 的 阶 数 (order) 是 其 中 最 小 不 匹配 的 疡 寡 的 次 数 。 可 以 证 明 , 包含 
一 、 二 、 三 、 四 个 阶段 的 方法 对 应 阶 数 分 别 为 一 、 二 、 三 、 四 , 但 五 阶 方法 的 计算 包含 了 六 个 
阶段 。 最 经 典 的 龙 格 - 库 塔 方法 有 四 个 阶段 ,其 阶 数 为 四 。 

MATLAB 中 常 微分 方程 的 求解 程序 多 是 以 odennxx 的 形式 命名 ,其 中 数字 nmn 表示 对 应 
数值 方法 的 阶 数 , 而 区 代表 了 该 方法 的 某 些 特殊 属性 , 可 以 没有 。 如 果 误 差 估计 是 通过 不 同 
阶 方法 的 比较 得 到 的 , 则 数字 mn 代表 这 些 阶 数 。 例 如 ，ode45 通过 比较 一 个 四 阶 公式 和 一 个 
五 阶 公 式 进 行 误差 估计 。 

7.5 _BS23 算法 

本 书 的 枯 数 ode23tx 是 MATLAB 中 ode23 函数 的 简化 版 本 。 该 算法 由 Bogachi 和 
Shampine 提出 [9, 50]。 函 数 名 中 的 “23” 表 明 它 同时 包括 二 阶 和 三 阶 两 个 单 步 公 式 。 

该 方法 的 计算 分 三 个 阶段 , 但 有 四 个 斜率 %， 因 为 除了 第 一 步 以 外 ,sl: 和 上 一 步 的 4 总 
是 相同 的 。 该 算法 的 关键 步骤 如 下 : 

5 三 所 加 


屎 大 
32 =j/(w 二 2 om 十 分 
3S3 =j(n 十 冯 ，oy 十 二 jaaj 
ta+l 三 加 十 忆 
yi 三 儿 十 全 (2s1 +35s? + 453) 
54 三 丰 o+1y yn+1) 


en+l 一 入 (- Ssl + 6s> + 85s3 一 954) 


图 7-1 显示 了 算法 开始 的 情形 ,以 及 后 续 的 三 个 阶段 。 计 算 由 点 (如 ,) 开 始 ， 已 知 初 始 
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斜率 51= 大 如, 为) 和 一 个 估计 的 步 长 六。 而 我 们 的 目标 是 , 得 到 己 +1= 刀 + 户 处 的 近似 解 
+l, 使 它 在 要 求 的 误差 范围 内 近似 准确 值 >( 刀 +l)。 





如 加 +3+14 也 HH 
图 7-1 _BSs23 算法 


第 一 阶段 使 用 初始 斜率 s! 在 区 间 的 中 点 ,利用 欧 拉 法 计算 此 处 的 函数 值 并 得 到 第 二 个 
斜率 ,然后 对 区 间 三 等 分 , 利用 该 斜率 进行 欧 拉 法 下 一 步 的 计算 得 到 第 三 个 斜率 s3。 对 这 
三 个 斜率 进行 加 权 平 均 : 

S 一 访 (2sl 十 35> 十 453) 


区 间 最 后 一 步 得 到 yw, ;的 一 个 试验 值 ， 然后 再 对 函 雪 求 值得 到 s4。 误 差 估计 用 到 这 四 
个 介 率 : 


en+l 二 广 (- 5s1 + 6s2 + 853 -954) 


如 果 误 差 满足 给 定 的 要 求 ， 这 一 步 成 功 结束 ,试验 值 w+1 被 接受 , 且 s4 成 为 下 一 步 的 
5s1， 否则 w+1 被 放弃 , 该 步 重 新 开始 。 这 两 种 情况 的 误差 估计 e, + 都 是 下 一 步 选 择 步 长 疡 的 
依据 。 
ode23tx 的 第 一 个 输入 参数 指定 了 函数 f(z ,y), 这 个 参数 可 以 取 以 下 三 种 不 同形 式 ， 
。 函数 句柄 
。 内 报 函 数 , 或 
。 匿名 函数 (MATLAB 7) 
这 个 函数 通常 接受 两 个 参数 : 和 >y， 但 不 是 必须 的 。 冰 数 返回 结果 为 一 个 包含 导数 dyvdt 值 
的 列 向 量 。 
ode23tx 的 第 二 个 输入 参数 tspan 是 一 个 向 量 , 包含 两 个 分 量 to 和 tfinal。 积 分 过 程 在 
以 下 整个 区 间 上 进行 ， 


10 委 了 上 委 pu 


汉 
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参数 tspan 的 这 种 形式 ,是 本 书 例 程 的 简化 之 一 , MATLAB 中 的 常 微分 方程 求解 程序 可 以 对 
积分 区 闻 进 行 更 为 灵活 的 指定 。 

第 三 个 输入 参数 是 列 向 量 Y0, 作为 初始 值 y=>(to)。2 的 长 度 告诉 ode23tx 微分 方程 
组 中 方程 的 数目 。 

第 四 个 参数 是 可 选 的 , 并 有 两 种 形式 。 最 简单 也 最 常用 的 形式 ， 是 一 个 标量 数值 rtol， 
用 来 作为 相对 误差 的 阐 值 。 其 默认 值 是 10 -3 ,如果 要 获得 不 同 的 精度 , 可 以 自行 设 定 。 该 参 
数 的 另 一 种 形式 ,是 由 MATLAB 函数 odeset 产生 的 结构 。 该 函数 使 用 多 对 参数 , 来 指定 
MATLAB 常 微分 方程 求解 程序 的 选项 。 对 于 ode23tx, 可 以 改变 三 个 属性 的 默认 值 , 包括 相 
对 容 差 , 绝对 容 差 , 以 及 每 步 成 功 后 执行 的 M 文件 。 下 面 的 语句 


optse = odeset ('Treltol' ,1.e-5， "abstol' ,1.e-8， 
“outPutftcn' ,GemyodePplot) 


创建 了 一 个 结构 ,指定 相对 容 差 为 10 ,绝对 容 差 为 10 , 输出 函数 为 myodeplot。 
ode23tx 的 输出 有 图 形 和 数值 两 种 形式 ,不 带 输出 参数 ,的 语句 为 


odqe23tx(F, 上 span,y0) ; 


产生 解 所 有 分 量 的 动态 图 形 。 带 两 个 参数 ,的 语句 为 


[tout ,yout] = ode23tx(FR, 上 span,y0) ; 


产生 解 的 数值 表格 。 
7.6  _ode23tx 
下 面 详细 介绍 ode23tx 的 程序 代码 , 首先 是 导言 。 


function [tout,yout] = ode23tx(E,tspan,y0,arg4,Vvarargin) 
sODE23TX Solve non-stiff differential equations . 
Textbook version of ODE23 、 


ODE23TX (了 ,TSPRAN,Y0) with TSPRAN = [TO TFINRALI] 
integrates the System of Qiftfterential equatiorns 
dy/at = flt,y) from t+ = TO to 上 = TFINRAL. 

The initial condition is Y(IT0) = Y0. 


The fizst argument ，P，is a function handlje， an 
inline object in MARATLRB6，or an ancnymous function 
in MRATLRAB7，that daeftines fl(t,y). Thie function 
must have two input azrguments，t 上 anda Y，anQ must 
return a colummn vector of the_ derivatives，dy/dt.， 


With two outpPut arguments， [IT,Y] = ODE23TX(...) 
returns a Column Vector T anQq an array Y where Y(: ,kk) 
Is the Solution at TI(Kk) . 


With no CutPput arguments，ODE23TX PLots the SolLution. 


ODE23TX (了 ,TSPRAN,Y0,RTOL) Uses the TelativVve erLOoI 
tolerance RTOL instead of the default 1.e-3. 


最 好 郧 本 归 归 反 虽 上 归 虽 有 邓 兄 吧 
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cde23tX(PF, 上 SPan,y0O) ; 


各 

竺 ODE23TX (了 ,TSPAN,Y0 ,OPTS) where OPTS = 

务 ODESET ('zeltol' ,，RTITOL,'abstol' ,ATOL，'outputfcn' ，,@PLTEFN) 
务 Uses relative erzror RTOL insteaQ of 1.e-3， 

多 absolute error ATOL instead of 1.e-6，and cal1S PLTEFN 
千 instead of ODEPLOT after each step . 

甸 

务 More than four input argumente，ODE23TX (FE ,TSPRN,Y0， 

备 RTODL,，P1,P2,，..)，are passed on to FE，R(T,Y,P1,P2,，..). 
和 

各 ODE23TX uses the Runge-Kutta (2,3) methoaqQ of 

和 BogacKki anQqQ Shampine . 

多 

备 EXampTIe 

针 tspan = [0 2*xpPil]:; 

争 Yy0 = [1 0] '; 

多 F=" [01 -1 0]*y'， 

多 

多 

多 


See alesco CODER23 . 


下 面 是 分 析 输 入 参数 和 初始 化 内 部 变量 的 代码 。 


rtol = 1.e-3; 
atol = 1.e-6:; 
Plotftun = @odqeplot:; 
if nargin >= 4 & isnumeric (arg4) 
Itol = arg4:， 
elseif pargin >= 4 & isgsttruct (arg4) 
if ~isempty (arg4.RelTol)，ILtol = arg4 .RelTol; enda 
if ~isempty(arg4.AbsTol)，atol = arg4.AbsTol; enda 
it “isempty(arg4 .OutPutFcn) ， 
Pilotftun = arg4 .OutpPutEcn endQ 
enaQ - 
t0 = t 上 span(1) ; 
tftinal = 七 span(2) ; 
tair = Sign(ttinal - 上 t0) ; 
PLotit = (nargout == 0) ; 
threshola = atol / Ltol; 
hmax = abs(0.1*(tfinal-t0o) ) ; 
廿 = 七 0; 
Y = Yy0(:); 


s Initialize Cutput . 


ztE P1LotIit 

teval (Pilotfun,tepan,y,， init ) ; 
elSe 

tout = 七 ; 

YoOut = y.”:; 
endQ 


初始 步 长 的 计算 是 比较 环 手 的 问题 ， 需 要 对 问题 的 整个 规模 有 一 定 的 理解 。 
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S1 = feval(F, 七 yY，varargin{f:)):; 
= Dorm(s1./max(abs (y) ,上 hreshold) ,inf) + Irealmin; 
= 上 Qirx*0.8xtrtol”~(1/3)7V/r: 


下 面 是 主 循环 的 开始 。 积 分 从 上 = 1 处 开始 , 逐渐 增 大 上 直到 tpw ， 也 可 以 "后退 ” 计 算 ， 即 
thnal<<t0o 


While t ”= 上 final 


hmin = 16*epSxabs(t) ; 
if abs (hh) > hmax，h 
zt abs (Ph) < hmin，h 


tdiz*hmax; ena 
上 GErxhrmiDny; enda 


$ Stretch the step if t is Close to tfinal . 


if 1.1xabs(h) >= abs(tfinal - 七) 
Ph = 上 tfEinal - 七 ; 
enaQ 


接 下 来 是 实际 的 计算 过 程 。 此 时 已 经 计算 了 第 一 个 斜率 *1, 接着 计算 函数 值 三 次 得 到 另外 三 
个 斜率 。 
S2 feval (了 F，t+h/2，Yy+h/2*sS1，Vvarargin{ :]); 


s3 = feval(F，t+3xh/4，Yy+3x*h/4*S2，Varargin{ :]) ; 
tnew = 上 + hy; 


ynew = YY + hx*(2*sS1 + 3x*S2 + 4xB3)/9; 

s4 = feval(FE，tnew，ynew，varargin{ :}) ; 
下 面 是 误差 估计 。 误 差 向 量 的 范 数 , 按照 绝对 误差 和 相对 误差 的 比 进行 缩放 。 使 用 最 小 的 浮 
点 数 realmin 是 为 了 防止 err 精确 值 为 零 。 

e = hxv(-5*S1 + 6xsS2 + 8xS3 - 9*S4)/72; 


erzr = norm(e./max(max(abs(y) ,abs(ynew) ) ,上 thresholda) ， 
-int) + realmiDn; 


接 下 来 测试 该 步 是 否 成 功 。 如 果 满 足 要求 ， 就 把 结果 绘 出 或 者 输出 ， 和 否则 , 放弃 结果 。 


t ert <= ztol 


革 = tnew; 
Y = ynew; 
IE P1LotIit 
if feval (PLotftun,t,y,，…); 
Dreak 
enaQ 
elSse 
tout (end+1,1) = 七 ; 
Yout (enqQ+1,，:) = Y.:) 
enaQ 
SsS1 = 84; $ Reuse Einal function value to Start new StePp . 
ena 


得 到 的 误差 估计 用 来 计算 新 的 步 长 。 如 果 当 前 步 成 功 , 那么 比值 rtol/err 大 于 一 ， 否则 小 于 
一 。 由 于 BS23 是 一 个 三 阶 的 算法 ， 所 以 会 涉及 到 立方 根 的 计算 。 这 意味 着 容 差 变化 八 信 ， 
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会 引起 标准 的 步 长 和 总 的 步 数 变化 两 倍 。 其 中 , 数字 0.8 和 5 是 用 来 防止 步 长 的 过 度 变 化 。 


$ Compute 引 new SLep Size. 
忆 = hxmin(5,0.8*x (rtolL/ezrz)”(L/3) ) ; 


下 面 是 检测 奇异 性 的 唯一 步骤 。 


zf abs (h) <= hmin 
warning(sSpPrintt( ... 
“Step Size $%e too Small at 芋 = %$e.Nn' ,hh,t))， 


七 = 七 二 inaly 

enQ 
end 
上 面 的 代码 结束 了 主 循环 。 为 了 完成 整个 计算 过 程 ,可 能 还 需要 使 用 绘图 函数 。 
E 了 1otit 

feval (Plotfun,， [] ，[] ,done“) ; 
endG 

7.7 实例 


针对 下 面 的 内 容 , 请 在 电脑 前 坐 下 并 运行 MATLAB。 确 保 ode23tx 位 于 当前 目录 或 者 
MATLAB 的 路 径 中 ,从 键入 下 面 的 代码 开始 : 


FE = inline('0rt'y'); ode23tx(E,，[0 10] ,1) 
或 
FER=e@elt,x) 0 );) oade23tXf(P,，fI0 10] ,1) 
这 会 产生 初 值 问 题 
dy _ 
dt 0 
y(0) = 1 
0 委 上 上 委 10 


的 图 形 解 。 显然 这 个 解 是 一 个 常 值 杯 数 3 人 t) 一 1。 
按 住 上 方向 键 , 再 用 左 方向 键 改变 0 会 得 到 一 些 有 趣 的 函数 。 举 一 些 例子 ,只 改变 0 保 
留 L10 10] 和 1 不 变 。 


卫 Exact solution 

0 工 

七 1+t^27/2 

Y exp (tt) 

-Y exp ( -七 ) 

1/(1-3xt) 1-1og(1-3xt) /3 (Singulaz) 
2xy-y”`2 2/ (1+exp (-2xft) ) 





建议 读者 编写 一 些 自己 的 例子 ， 比 如 改变 初始 条 件 , 增加 第 四 个 参数 1.e- 6 来 改变 精度 等 。 
下 面 来 解决 一 个 实际 的 问题 ， 谐 波 振 葛 器 , 这 是 一 个 二 阶 微分 方程 。 可 以 写成 一 对 一 阶 
方程 组 。 首 先 ,创建 一 个 内 艇 函数 来 指定 这 个 方程 , 在 MATLAB 6 中 可 以 使 用 
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PR = inline('[y(2)7 -yY(1)] ty ) 


或 者 
F = inline(' [0 1 -1 0]*xy' ty') 
在 MATLAB 7 中 使 用 
F=@lt,y) [yl(2); -Yy(1)]:， 
或 者 
FE=@lt,y) [0 1; -1 0]*Yy; 
然后 语句 


odqe23tx(E,， [0 2x*pil,， [1 0]) 


绘制 出 两 个 读者 早已 熟悉 的 关于 上 的 函数 。 有 两 种 方法 来 获得 相位 平面 (phase plane) 图 , 一 
是 保存 输出 结果 , 在 计算 完成 后 绘制 。 


[t,y] = ode23tx(F，[0 2xpil，[17 0]) 
Plot(y(:,，1),y(:,2)，'-o) 
axis([-1.2 1.2 -1.2 1.2]) 

axis Square 


另 一 种 更 有 意思 的 方法 是 ,使 用 一 个 在 计算 过 程 中 绘制 结果 的 函数 。MATLAB 提供 了 
一 个 这 种 功能 的 函数 odephas2.m。 通 过 在 odeset 中 设置 属性 结构 来 使 用 这 个 函数 。 


opPtSsS = odqeset ('Leltol' ,1.e-4,'abstol' ,1.e-6， 
“outputtcn' ,ecodephas2) ; 


也 可 以 使 用 自己 的 绘图 函数 ,大致 如 下 


function flag = Phaseplot (t,y, job) 
Persigstent P 
E fsedqual (job, init' ) 
DP = Plot(ty(1),y(2),，'o"，'erasemode' ，'none' ) ; 
axis([-1.2 1.2 -1.2 1.2]) 
axXis Square 
flag = 0; 
elseit isedqual (Job,) 
Set (P,，'xdata',y(1)， ydata',y(2)) 
QrawnoOw 
flag = 0; 
enaQ 


然后 用 


optSs = odqeset ('reltol',，1.e-4,'abstol' ,1.e-6， 
“outputfcn' , Gphaseplot) ; 


来 调用 。 选 择 了 绘图 函数 并 创建 属性 结构 后 ,可 以 使 用 下 面 的 代码 , 来 同时 计算 和 绘制 结果 。 


code23tx(PF,， [0 2*pil,，[1; 0] ,opts) 
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建议 尝试 一 下 不 同 容 差 的 情况 。 
使 用 命令 twobody, 测试 一 下 路 径 中 是 否 存 在 名 为 twobodym 的 M 文 件 。 没 有 的 话 , 找 
到 在 本 章 前 面 出 现 过 的 两 三 行 代码 , 创建 该 文件 。 然 后 输入 


odae23tx (etwobody,， [0 2*pil, [1 0; 0; 11) 
上 面 代码 中 初始 条 件 的 长 度 ,， 表示 了 解 含 有 四 个 分 量 , 但 图 中 只 显示 了 三 个 。 为 什么 ? 提 


示 : 可 以 找到 窗口 工具 栏 上 的 zoom 按钮 ， 放 大 蓝 色 的 曲线 观察 。 
可 以 通过 改变 第 四 个 分 量 , 来 变化 二 体 问题 的 初始 条 件 。 


Yy0 = [1 0; 0; change_thisj] ; 
ode23tx (twoboqy,， [0 2x*pil,y0) ; 


以 质量 大 的 物体 为 原点 , 绘制 轨迹 


Yy0 = [1; 0; 0;) change_this]; 
[t,y] = ode23tx(@twobody,，[0 2*pi]l,y0):; 
plot(y(t:,1),Y(:，2)，- 00，zo') 


axiSs edqual 
也 可 以 使 用 其 他 的 数值 来 代替 2rx 作为 tfinal 进行 测试 。 
7.8 洛 伦 茨 吸 引子 


世界 上 对 常 微分 方程 研究 最 广泛 的 领域 之 一 是 洛 伦 蒋 吸 引子 (Lorenz attractor)， 它 最 先 
由 美国 MIT 大 学 的 数学 家 和 气象 学 家 Edward Lorenz 在 1963 年 提出 , 他 的 主要 研究 方向 是 
地 球 大 气 的 流体 流动 模型 。 有 关 这 方面 , 还 可 以 参考 Colin Sparrow 写 的 一 本 极 好 的 书 [54]。 

下 面 选择 一 种 稍 不 寻常 的 方式 来 表达 洛 伦 欧 方程 , 其 中 涉及 到 矩 阵 的 乘积 。 

y= Ay 

向 量 > 有 三 个 分 量 , 均 为 时 间 :上 的 函数 : 
31() 
y2(t) 
33() 
尽管 用 了 上 面 的 形式 表述 , 这 个 方程 也 不 是 一 个 线性 微分 方程 系统 。 其 中 3x3 和 矩阵 4 的 九 
个 元 素 中 有 七 个 是 常量 ， 而 另 两 个 则 和 y(z) 相 关 。 


yt) 一 











一 A 0 y2 
凡 王 0 一 O 
一 32 O 一 





解 的 第 一 个 分 量 轴 ( 引 ) 和 大 气 对 流 相关 ,而 另外 两 个 分 量 分 别 和 温度 的 竖 直 及 水 平 变 化 相关 。 
参数 8 称 为 普兰 特 数 ，p 是 规范 化 的 瑞 利 数 ，8 和 域 的 几何 形状 相关 。 这 些 参数 最 普遍 的 取 
法 是 8=10, po=28,， 8=8/3, 在 与 地 球 大 气相 关 范 围 外 。 

和 矩阵 A 中 , 由 y% 引入 的 狐 似 简单 的 非 线性 , 极 大 地 改变 了 系统 的 性 质 。 这 些 方程 组 中 
没有 随机 的 因素 ， 所 以 解 y( 妇 完全 由 上 面 的 参数 和 初始 条 件 确定 , 但 却 很 难 预 测 它们 的 特 
性 。 这 些 参数 取 某 些 值 时 ,三 维 空间 中 y(t 的 轨迹 就 是 著名 的 奇异 吸引 子 (strange attrac- 
tor)， 有 界 但 无 周期 且 不 收敛 , 也 不 自 交 。 轨 道 混 乱 地 来 回 于 两 个 不 同 的 点 , 即 吸 引子 。 而 对 


画 
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于 参数 的 另外 一 些 值 ， 解 可 能 会 收敛 于 一 个 固定 点 ， 分 又 到 无 穷 或 有 周期 性 摆动 。 参 见 
图 7-2 和 7-3。 


六 
y: 


六 


0 S 10 1 20 25 30 


图 7-2 洛 伦 蒋 吸 引子 三 个 分 量 


-35 -20 -15 -10 -5 汪 10 .起 5 
2 





图 7-3 洛 伦 茨 吸引 子 相位 平面 
假设 7= y 是 自由 变量 , 限制 op 大 于 一 ,研究 矩阵 


人 
二 0 一 0 0 
二 


规范 化 对 应 的 零 向 量 使 其 第 一 个 分 量 等 求 


可 以 证 明 A 奇异 当 且 仅 当 





这 样 就 有 两 个 不 同 符 号 的 7， 进 而 定义 了 三 = 维 空 间 中 的 两 个 点 ,这 就 是 微分 方程 的 固定 点 。 
如 果 
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一 I 
(to) 一 7 











7 
那么 对 所 有 的 上 有 : 
0 202 
> =|0 1 
0 203 
所 以 y(z) 保 持 不 变 。 但 这 些 点 不 是 稳定 的 固定 点 ,如 果 y(i) 不 从 这 些 点 中 的 某 个 开始 , 就 
永远 不 会 到 达 其 中 的 任何 一 点 ， 如 果 函 数 接近 某 一 点 ， 便 会 受到 排斥 。 

这 里 提供 了 一 个 M 文 件 lorenzgui.m, 用 于 帮助 对 洛 伦 欧 方程 进行 实验 。 其 中 两 个 参数 
固定 为 8B=83,，8=10。uicontrol 用 于 设置 参数 o 的 值 , 可 以 在 几 个 不 园 的 值 中 进行 选择 。 
如 果 取 o=28, 程序 的 简化 版 本 如 下 : 

rho = 28:; 

sigma = 10:; 

peta = 8/3; 

eta = SGqtrt (betax (ho-1)); 

及 = [ -beta 0 e 七 己 

0 -Sigma Sigma 
-eta rho -1 ]:; 
初始 条 件 取 值 接近 于 两 个 吸引 子 之 一 。 

yc = frho-1; eta; eta] ; 

Yy0 = yc+ [0; 0; 3]:; 
因为 时 间 跨 度 为 无 限 长 , 所 以 积分 过 程 由 另 一 个 uicontrol 来 终止 。 

tspan = [0 Inf]:; 

opts = odeset ('zeltol' ,1.e-6,'outpPuttcn' ,@lorenzPlot) 

ode45 (@lorenzedn，+t 上 span，YQ0，opts， 人 A) ; 

和 矩阵 A 作为 积分 方程 一 个 额外 的 参数 传递 给 定义 微分 方程 的 子 函数 lorenzeqn,， 这 种 函数 包 
含 额外 参数 的 方法 使 得 lorenzaqn 能 够 以 一 种 非常 紧凑 的 形式 写 出 。 

Eunction ydot = 1orenzedn (七 ,y, 和) 

有 (1,3) = yY(2); 

有 (3,1) = -y(2) ; 

ydqot = Ary; 
lorenzgui 中 大 部 分 复杂 的 代码 都 包含 在 绘图 子 函数 Lorenzplot 中 , 包括 用 户 界 面 控件 的 管 
理 , 预测 区 间 来 提供 合适 的 坐标 缩放 等 。 

7.9 刚性 

刚性 是 常 微 分 方程 数值 解法 中 一 个 奇妙 、 困 难 和 重要 的 概念 。 它 取决 于 微分 方程 , 初始 

条 件 和 所 采用 的 数值 方法 。 词 典 中 “stiff" 这 个 词 有 "不 容易 弯 届 ”,“ 坚 硬 ” 和 ”顽固 "的 意思 。 5 


我 们 关心 的 是 这 些 性 质 在 计算 中 的 反映 。 
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一 个 问题 被 称 为 刚性 的 是 指 ， 其 解 产 生 过 程 变 化 很 慢 ,， 同 时 存在 很 接近 的 变化 
很 快 的 解 , 进而 数值 算法 必须 采用 小 步 长 来 获得 满意 的 结果 。 
刚性 本 身 是 一 个 效率 的 问题 ,如 果 不 关 心计 算 过 程 耗费 时 间 的 多 少 , 那么 可 以 不 理会 刚性 。 
非 刚性 的 方法 也 能 求解 刚性 问题 ， 只 不 过 需要 花费 较 长 的 时 间 。 
火焰 蔓延 的 模型 可 以 作为 一 个 例子 , 它 是 由 MATLAB 常 微分 方程 组 件 一 文 的 作者 Larry 
Shampine 提出 的 。 当 点 燃 一 根 火 柴 时 , 火焰 迅速 增 大 直到 一 个 临界 体积 ,然后 维持 这 一 体积 
不 变 , 此 时 火球 内 部 燃烧 耗费 的 氧气 和 其 表面 的 氧气 达到 了 一 种 平衡 。 简 化 的 模型 表示 为 : 
= 多 一 作 
y(0) = 9 
0 委 上 和 2 
标量 y(z) 代 表 了 火球 的 半径 , 光 和 y 项 源 自 面积 和 体积 。 其 中 关键 的 参数 是 比较 “小 "的 初 
始 半径 $, 这 里 求解 的 计算 时 间 和 9 成 反比 。 
建议 读者 在 这 里 打开 MATLAB, 实际 运行 一 下 这 个 例子 , 看 一 下 其 运行 情况 有 助 于 对 概 
念 的 理解 。 这 里 使 用 ode45, 它 是 MATLAB 中 常 微分 方程 组 件 中 的 骨干 程序 。 这 个 问题 在 人 
不 是 很 小 时 , 并 不 是 非常 刚性 的 。 尝 试 取 8= 0.01, 相对 误差 为 10 一 。 
Gelta = 0.01:; 
RE = inline(y 2 - y> 3 YY) ; 
opts = odeset ('RelTol' ,1.e-4); 
ode45(F, [0 2/aeltal ,Gelta,copts) ; 


在 不 设置 输出 参数 时 ，ode45 会 在 计算 完成 后 ， 自 动 绘制 图 形 解 。 图 形 从 y= 10.01 处 开始 ， 
以 一 个 适度 增 大 的 速度 增长 , 直到 时 间 : 达到 100, 也 就 是 1/8, 然后 增加 很 快 , 达到 一 个 接 
近 1 的 值 , 并 保持 不 变 。 

接 下 来 观察 一 下 刚性 在 实际 中 的 表现 。 把 8 减 小 两 个 数量 级 。( 如 果 读 者 只 运行 一 个 例 
子 , 用 下 面 这 个 。) 


delta = 0.0001:; 
ode45(F,， [0 2/aqeltal ,dqelta,opPts) ; 


经 过 较 长 时 间 绘 制图 形 , 得 到 的 最 终结 果 类 似 图 7-4。 如 果 读 者 厌倦 观察 这 种 痛苦 无 聊 
的 过 程 ， 可 以 点 击 窗口 左下 角 的 停止 按钮 。 打 开 缩放 , 使 用 鼠标 来 放大 观察 刚 接近 稳 态 时 的 
解 , 结果 类 似 图 7-4 王 方 的 详细 图 。 可 以 注意 到 ode45 本 身 正 在 进行 计算 ， 并 保持 解 和 固定 
的 稳 态 值 差距 在 10 -4 内 , 但 显然 较为 吃力 。 如 果 希 望 观察 到 更 为 夸张 的 刚性 演示 , 把 误差 限 
降低 到 10 5 或 10 4。 

这 个 问题 在 起 始 时 并 不 具有 刚性 , 它 只 在 解 接近 稳 态 的 时 候 变 为 刚性 , 这 是 由 于 稳 态 解 
过 于 “严厉 ", 任何 接近 y( 切 =1 的 解 ， 都 会 快速 增 大 或 减 小 。( 这 里 需要 指出 “快速 "是 相对 
于 异乎 寻常 的 长 时 间 尺 度 。) . 

如 何 处 理 刚 性 问题 呢 ? 显然 改变 微分 方程 和 初始 条 件 不 是 解决 问题 的 办 法 , 那么 只 能 改 
变数 值 方法 本 身 ， 有 效 地 求解 刚性 问题 的 数值 方法 ,每 步 要 做 更 多 的 工作 , 但 也 因此 可 以 取 
大 的 多 的 步 长 。 刚 性 方法 都 是 隐 式 的 , 它们 每 步 都 调用 MATLAB 的 抢 阵 运算 , 求解 联 立 的 
线性 方程 组 , 来 帮助 预测 解 的 变化 。 对 于 前 面 的 火焰 的 例子 , 矩阵 只 是 1 乘 1 的 , 即使 如 此 ， 
刚性 方法 也 要 比 非 刚性 方法 作 更 多 的 工作 。 
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odqe45 


1.0001 





0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 1.12 
图 7-4 _ ode45 刚性 行为 


下 面 再 次 求解 前 面 提 到 的 火焰 的 例子 , 这 次 使 用 MATLAB 中 名 字 以 “s" 结 尾 的 常 微分 方 
程 求解 程序 ,“s "代表 刚性 。 


Qelta = 0.0001:; 
ode23s (FE, [0 2/delta]l ,dqelta,opts) ; 


图 7-5 显示 了 计算 的 结果 和 缩放 的 细节 。 可 以 看 出 ode23s 使 用 的 步 数 比 ode45 大 为 减少 。 
对 刚性 求解 程序 而 言 实际 上 是 一 个 简单 的 问题 ，ode23s 总 共 只 使 用 99 步 和 412 个 函数 求 值 ; 
而 ode45 使 用 了 3040 步 和 20179 个 函数 求 值 。 刚 性 甚至 会 影响 图 形 输出 , 用 于 ode45 绘图 的 
文件 比 ode23s 大 的 多 。 

想像 从 山上 长 途 步 行 回来 , 在 一 个 两 边 都 是 陡峭 斜坡 狭 窗 的 峡谷 中 。 显 式 的 方法 简单 地 
通过 局 部 的 斜率 来 寻找 下 降 的 方向 , 但 是 跟随 两 边 轨 迹 的 斜率 会 使 你 反复 跨 过 峡谷 ) 就 像 
ode45 那样 。 虽 然 最 终 可 以 回 到 家 里 , 但 是 一 定 是 天 黑 之 后 很 久 才 到 。 而 隐 式 的 方法 使 你 的 
眼睛 紧 盯 着 山路 并 预测 每 步 该 如 何 走 , 这 种 额外 的 专心 是 非常 值得 的 。 

前 面 提 到 的 火焰 问题 也 非常 有 趣 ， 因 为 它 涉及 到 一 个 兰 伯 特 (Eambert)W 函数 ， 柬 (z)。 
这 个 微分 方程 是 可 分 离 的 。 积 分 一 次 得 到 y 的 一 个 隐 式 方程 , 其 中 > 是 时 间 + 的 函数 。 


并 2 迁 有 让 嫂 
> +log( = 壤 +log 人 全 1 


这 个 方程 可 以 解 出 y， 可 以 证 明 这 个 火焰 模型 的 精确 解析 解 是 


二 - -1 -一 - 
页 (aes 一 )+1 


其 中 oa=1《X6-1。 兰 伯 特 W 函数 友 (z) 是 下 面 方程 的 解 
W(z)ew(z) = > 


y(t) 三 
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de23S 

1 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 

x 101 
1.0001 
1 
0.9999 

0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 1.12 

x 104 


图 7-5 ode45 刚性 行为 


用 MATLAB 的 符号 数学 工具 箱 ,语句 


Y = dsolve('Dy = Y`2 - Yy`3'，y(0) = 1/100') ; 
Y Simp1ity(y) ， 

Petty (Y) 

ezplot (yY,0,200) 


Iambertw(99 exp(99 - 七 )) + 1 


精确 解 的 图 形 如 图 7-6 所 示 。 如 果 初 始 值 1Z100 减 小 并 且 时 间 段 0 委 上 委 200 增加 ,过滤 区 域 
就 会 变 得 更 为 狭 罕 。 


17(Iampertw{(99exp (99-t) )+1) 


图 7-6 火焰 实例 的 精确 解 
兰 伯 特 W 函数 是 以 J. H. Lambert(1728 -~ 1777) 的 名 字 命 名 的 。Lambert 在 柏林 科学 院 时 是 
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欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 同事 , 他 最 著名 的 成 就 是 光照 定律 以 及 r 为 无 理 数 的 证 明 。 这 个 函数 在 近 
儿 年 前 被 Corless、Gonnet、Hare 、Jeffey 以 及 Don Kunuth“ 再 发 现 "[14]， 当 时 前 面 四 位 正在 
编写 Maple 软件 。 


7.10 事件 


到 有 目前 为 止 , 我 们 一 直 在 假设 区 间 tspan，ti 委 i 魏 xpw， 或 是 问题 中 一 个 给 定 的 部 分 ， 
或 是 使 用 无 穷 区 间 和 图 形 按钮 来 终止 计算 。 但 在 许多 情况 下 ，zpw 如 何 确定 是 问题 的 一 个 重 
要 方面 。 

举 一 个 例子 , 物体 在 重力 作用 下 下 落 并 遇 到 空气 阻力 , 求 它 落 到 地 面 的 时 间 。 另 一 个 例 
子 是 二 体 问 题 ， 一 个 物体 在 引力 作用 下 绕 一 个 比 自身 重 的 多 的 物体 作 运 动 , 求 运动 的 周期 。 
MATLAB 中 的 事件 功能 可 以 用 来 解决 这 种 问题 。 

常 微分 方程 中 事件 检测 涉及 两 个 函数 ，F(t,y) 和 g(t,y)， 以 及 一 个 初始 条 件 ，(tio,yo)。 
问题 是 寻找 函数 y(t) 和 一 个 终点 值 z* 满足 

3y= ty) 
(to) = 30 


ECtx ,ytx)) =0 
下 落 物 体 的 一 个 简单 模型 可 以 表示 为 : 
》= 一 1T+ 巡 

初始 条 件 为 (0)=1,，y(0)=0。 要 求解 的 问题 是 ,: 为 何 值 时 有 y(z=0。 函 数 Fi,y) 的 代 
码 如 下 

function ydot = 上 (人 作 ,Y) 

yaot = [y(2); -1+Y(2) “2] ; 
其 中 将 微分 方程 写成 了 一 阶 系统 , 所 以 y 成 为 一 个 有 两 个 分 量 的 向 量 , 包含 两 个 分 量 , 并 且 
有 sg(ty)=yieg(t,y) 的 代码 如 下 

function [gstop,istezrminal,dQirection]l = gg(t,y) 

9stop = Y(1) ; 

Ssterminal = 1; 

direction = []:; 
第 一 个 输出 量 gstop 是 待 成 为 零 的 值 , 设置 第 二 个 输出 量 isterminal, 为 1 表示 常 微分 方程 
求解 程序 , 在 gstop 为 零 时 应 该 停止 ,第 三 个 输出 量 direction, 被 设 为 空 矩阵 表示 , 可 以 从 
任 一 方向 接近 零 。 使 用 这 两 个 函数 ， 下 面 的 语句 可 计算 并 绘制 出 如 图 7-7 所 示 的 轨迹 。 


OPts = odeset ('eventSs' ,G@9) ; 


Yy0 = [1 0]:) 
[上 t,y,tfinal] = ode45 (@f, [0 InfE] ,yo0,opts) ; 
七 王 斌 Dal 


plot(t,y(:，,1),'-'，[0 tfinal]，[1 0]，'o') 
axis([-.1 tftinal+.1 -.1 1.1]) ， 
XlLabel('t') 

Y1Label('y') 

tztle('“ PERalling boqy'" ) 

text (1.2，0， [ttinal = ′ mnum2stz(tEinal)]) 
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tfinal=1.6585 





0 02 04 060 08 1 12 14 16 
图 7-7 落体 过 程 的 事件 处 理 


求解 出 的 时 间 : 的 终止 值 为 tfinal =1.6585。 

这 个 例子 中 的 三 段 代 码 可 以 存放 在 三 个 独立 的 M 文件 中 , 两 个 函数 和 一 个 脚本 ; 也 可 以 
存在 一 个 M 文 件 里 。 在 后 一 种 情况 下 , 和 g 成 为 子 函 数 ， 必 须 出 现在 主 程序 之 后 。 

事件 检测 对 涉及 到 周期 现象 的 问题 特别 有 用 , 二 体 问题 就 是 一 个 很 好 的 例子 。 下 面 是 函 
数 orbit.m 的 开始 部 分 , 输入 参数 , 是 期 望 的 局 部 相对 容 差 reltol。 

Eunction orbit (zeltol) 

Yy0 = [1; 0; 0; 0.3]; 

opPts = CdGeset ('eventSs' ,G@gstop,，'Izeltol' ,zeltol) ; 

[t,y,te,ye] = ode45 (etwobody, [0 2*pil,y0,opts,y0); 

tfinal = tef(end) 

yfinal = ye(endq,1:2) 

plot(y(:,1),y(:，2)，'-'，0,0，ro) 

axlis([-.1 1.05 -.35 .35]) 


其 中 函数 ede45 是 用 来 计算 轨迹 的 , 第 一 个 输入 参数 是 函数 句柄 @ twobody, 它 指向 定义 
微分 方程 的 函数 ,第 二 个 输入 参数 , 是 大 于 一 个 完整 周期 的 时 间 区 间 ， 四 维 向 量 Y0 作为 第 三 
个 输入 参数 ,提供 了 初始 位 置 和 速度 。 轻 物体 从 (1, 0) 点 出 发 , 与 重 物体 臣 离 为 1, 初始 速度 
为 (0, 0.3)， 和 初始 的 位 置 向 量 垂直 。 第 四 个 输入 参数 , 是 由 odeset 创建 的 选项 组 ,包括 
reltol 的 默认 值 ， 并 用 函数 gstop 来 定位 期 望 的 事件 。Y0 关 最 后 “个 参数 ， 作为 ode45 的 

“额外 ”参数 , 传递 给 twobody 和 gstop。 

twobody 的 代码 需要 加 以 修改 , 以便 能 够 接受 第 三 个 参数 ， 尽管 实际 中 并 没有 使 用 这 个 
参数 。 

function yqot = twobody (t,Yy,Y0) 

上 = SGqrt(y(1) 2 + Y(2) 2) ; 

ydaot = [y(3)) y(4)) -y(1)/z 3; -y(2)/z “3] ; 

常 微 分 方程 求解 程序 在 积分 中 的 每 一 步 ， 都 要 调用 gstop 函数 ,用 来 判断 是 否 应 该 
停止 。 
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Eunction fval,isterm,GQir] = gstop (yy0) 
Q=Y(1:2)-Yy0(1:2) ; 
V=Y(3:4):; 


其 中 二 维 向 量 d 是 当前 位 置 和 起 始点 的 差 值 , v 是 当前 速度 。 数 值 val 是 这 两 个 向 量 的 内 积 。 
数学 中 停止 函数 为 
g(ty) = d(t)rd(z) 
其 中 
d=(y(t) -Wi(0),ya(t) -2(0) 并 ， 

满足 g(t,y(i)=0 的 点 是 dz) 的 局 部 极 值 点 。 通 过 设置 dir = 1, 可 以 限制 g(t,y) 
从 上 方 趋 于 零 , 也 就 是 对 应 着 极 小 值 。 如 果 要 让 求解 计算 过 程 在 第 一 个 极 小 值 点 就 停止 , 可 
以 设置 isterm = 1。 如 果 轴 道 是 局 期 性 的 , 那么 物体 回 到 其 起 始点 时 ，da 都 会 到 达 一 个 极 小 
值 。 

如 果 放 松 限制 


Orbit (2.0e-3) 
其 结果 为 


tfEinal = 
2.35087197761898 


YEinal = 
0.98107659901079 -0.00012519138559 


如 图 7-8 所 示 。 





0 U. U.4 U.6 Us 
图 7-8 ”宽松 误差 条 件 下 计算 的 周期 轨道 

从 YEinal 的 数值 和 图 中 都 可 以 看 出 ,轨道 并 没有 准确 回 到 起 始点 ,所 以 需要 更 高 的 精 
度 。 


Orbit (1.0e-6) 








七 Emal = 
2.38025846171805 


YEinal = 
0.99998593905521 0.00000000032240 


可 以 发 现 现在 ytinal 的 数值 已 经 非常 接近 Yo, 图 中 的 轨道 已 经 很 好 地 闭合 。 
7.11 多 步 法 


单 步 法 具有 较 短 的 记忆 性 ， 当 前 步 传递 给 下 一 步 的 信息 只 包括 合适 的 步 长 估计, 至 多 包 
括 两 步 连接 点 处 A(z ,yy ) 的 值 。 

如 名 字 所 暗示 的 那样 ， 多 步 法 具有 较 长 的 记忆 性 。 在 户 阶 的 多 步 法 中 , 经 过 初始 启动 阶 
段 后 , 可 使 用 一 系列 已 存储 的 数值 ， wm -+ -pt2，… -1 因 来 计算 和 +le。 实际 上 , 多 步 
法 可 以 有 变化 的 阶 数 请 和 步 长 疡 。 

对 于 那些 对 解 有 较 高 稳定 性 和 精度 要 求 的 问题 ， 多 步 法 往往 比 单 步 法 更 为 有 效 。 比 如 行 
星 轨道 计算 、 以 及 深度 空间 探索 都 采用 多 步 法 进行 计算 。 


7.12 MATLAB ODE 求解 程序 


本 节 源 于 MATLAB 参考 手册 中 常 微分 方程 求解 程序 的 算法 部 分 。 

ode45 是 基于 显 式 的 龙 格 - 库 塔 (4,，$) 公 式 , 采用 Dormand - Prince 公式 的 单 步 法 。 在 
计算 y( 刀 + 时 ， 只 需要 前 一 个 时 间 点 的 值 >( 刀 )。 一 般 而 言 , 大 多 数 问题 , 使 用 ode45 作 第 
一 步 的 试验 都 是 很 好 的 办 法 。 

ode23 实现 了 由 Bogacki 和 Shampine 提出 的 显 式 的 龙 格 - 库 塔 (2, 3) 公 式 对 ,对 于 误差 
要 求 不 高 或 适度 刚性 的 问题 , 它 比 ode45 更 为 有 效 。 和 ode45 一 样 ，ode23 也 是 一 个 单 步 法 
求解 程序 。 

ode113 使 用 了 一 种 变 阶 数 的 Adams - Bashforth -~ Moulton 预 校正 算法 。 当 常 微 分 方程 
中 函数 求 值 代价 非常 高 , 并 且 有 严格 的 精度 要 求 时 ， 它 比 ode45 更 为 有 效 。 和 前 两 者 不 
同 ,odel113 属于 多 步 法 求解 程序 , 它 通常 需要 前 面 多 个 时 间 点 的 函数 值 来 计算 当前 步 的 函 
数值 。 

上 面 的 方法 都 是 为 非 刚性 问题 设计 的 ,如 果 在 实际 使 用 中 发 现 效果 不 佳 ,就 需要 进一步 
考虑 下 面 的 刚性 问题 求解 程序 。 

odel5s 是 一 种 基于 数值 微分 公式 (NDFs) 的 变 阶 方法 。 也 可 以 使 用 后 向 差分 公式 (BDFs， 
也 称 为 吉尔 算法 ) , 不 过 这 样 一 般 效 率 较 低 ， 它 和 odel13 一 样 , 也 是 一 种 多 步 法 。 如 果 使 用 
ode45 求解 失败 ,或 是 非常 低 效 , 那么 问题 可 能 是 刚性 的 , 此 时 可 以 考虑 使 用 odel5s。 对 于 


差分 代数 方程 也 应 该 考虑 使 用 odel5s 求解 。 


ode23s 基于 一 种 修改 的 二 阶 Rosenbrock 公式 。 它 属于 单 步 法 , 所 以 在 一 些 精度 要 求 不 
高 的 情况 下 比 odel5s 更 为 有 效 ， 有 些 刚 性 问题 采用 odel5s 效果 不 佳 , 但 用 ode23s 却 很 有 
效 。 

ode23t 使 用 梯形 公式 ,其 插值 位 置 是 “自由 的 ”。 这 一 方法 适用 于 适度 刚性 的 问题 ， 并且 
可 能 获得 无 数值 衰减 的 结果 , 也 可 以 用 来 解决 差分 代数 方程 。 
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ode23tb 是 TR-BDF2 方法 的 一 种 实现 。TR-BDEF2 属于 隐 式 龙 格 库 塔 方法 ,第 一 阶段 采 
用 梯形 公式 , 第 二 阶段 采用 二 阶 BDF。 通 过 构造 , 在 两 个 阶段 的 计算 中 采用 同样 的 迭代 扼 
阵 。 和 ode23s 类 似 , 该 方法 在 误差 要 求 较为 宽松 时 ， 比 odel5s 高 效 。 

下 面 是 从 参考 手册 中 摘录 的 总 结 ， 对 每 个 函数 列 出 了 适合 的 问题 类 型 、 精 度 以 及 推荐 使 
用 的 范围 。 

。 ode45. 非 刚性 问题 ,中 等 精度 。 大 部 分 情况 下 适用 , 是 解决 问题 的 首选 。 
ode23. 非 刚性 问题 , 低 精度 。 适 用 于 容 差 较 大 或 者 适度 刚性 的 问题 。 
odel13. 非 刚性 问题 ， 从 低 到 高 的 精度 。 适 用 于 容 差 要 求 严 格 ,或 常 微分 方程 函数 计 
算 代价 较 大 的 情况 。 
odel5s. 刚性 问题 , 低 到 中 等 精度 。 在 ede45 计算 很 慢 (由 于 刚性 ) 或 有 质量 矩阵 时 使 
用 。 
ode23s. 刚性 问题 ， 低 精度 。 适 用 于 对 误差 要 求 不 高 的 刚性 问题 ,或 常数 质量 符 阵 的 
情况 。 
ode23t. 适度 刚性 问题 , 低 精度 。 适 用 于 要 求 结果 无 数值 误 减 的 适度 刚性 问题 。 
ode23tb, 刚性 问题 , 低 精 度 。 适 用 于 对 误差 要 求 不 高 的 刚性 问题 ,或 者 含有 质量 拖 
阵 的 情况 。 
7.13 误差 


初 值 问题 在 数值 求解 过 程 中 的 误差 包括 以 下 两 个 来 源 : 

。 离散 化 误差 

。 舍 人 误差 
离散 化 误差 是 微分 方程 和 数值 方法 的 一 种 性 质 。 如 果 算 术 计算 可 以 在 无 限 精 度 下 完成 , 那么 
结果 只 会 存在 离散 化 误差 。 售 人 误差 是 和 计算 机 硬件 及 程序 相关 的 , 通常 情况 下 远 小 于 前 
者 , 除非 需要 非常 高 的 精度 ， 否 则 一 般 不 予 考虑 。 

离散 化 误差 可 以 从 局 部 和 全 局 两 个 角度 来 评估 。 局 部 离散 化 误差 是 指 , 假定 前 面 的 值 精 
确 且 没有 伟人 误差 时 ,计算 一 步 所 造成 的 误差 。 令 za( 引 是 由 加 处 的 计算 值 代替 to 处 原始 
的 初始 条 件 而 得 到 的 微分 方程 的 解 ， 即 由 ( 纪 是 满足 下 列 条 件 的 上 的 函数 

2 = jztyan) 
2 如) 三 加 

局 部 离散 化 误差 w, 是 上 面 的 理论 解 和 由 思 处 同样 数据 计算 得 到 的 解 ( 忽 略 舍 人 误差 ) 之 间 的 
差 值 ,， 即 


Go 二 Jon+t 一 an 加 +1) 
而 全 局 离 沿 化 误差 同样 是 在 忽略 含 人 误差 的 情况 下 ,计算 值 和 由 加 处 的 初始 条 件 确 定 
的 真实 解 之 间 的 差 ， 即 


en 一 ym 一 y() 


当 At,y) 和 y 无 关 时 ,很 容易 看 出 局 部 和 全 局 离散 化 误差 的 区 别 , 此 时 解 只 是 一 个 简单 
的 积分 ，y(z) = | Fr)dr, 欧 拉 法 退化 为 简单 的 数值 求 积 方法 ， 可 以 称 为 “复合 懒汉 的 矩形 
公式 "。 它 直接 采用 子 区 间 的 左 端点 而 不 是 中 点 处 的 函数 值 进行 计算 ， 
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六 Koacs 2Hra 
该 子 区 则 上 的 局 部 离散 化 误 关 为 ， 

d = Art) -| Fndr 
而 全 局 离散 化 误差 为 整个 误差 ， 

= ft- 作 7CDdr 


在 这 一 特殊 情况 下 , 每 步子 积分 过 程 都 是 独立 的 , 也 就 是 可 以 按照 任意 次 序 求 和 ,所 以 此 时 
全 局 误差 为 局 部 误差 的 简单 累加 
EN 二 之 邮 

但 在 实际 微分 方程 中 ，F(z ,y) 和 y 相关 , 所 以 每 一 步 计 算 的 误差 都 和 前 面 计算 的 结果 有 
关 。 因 此 , 全 局 误差 和 局 部 误差 的 关系 与 微分 方程 的 稳定 性 (stability) 密 切 相 关 。 对 一 个 仅 
有 单个 标量 的 方程 ,如 果 偏 导数 ?ay 为 正 ,那么 解 x(z) 随 着 寺 增加 而 增 大 ,全 局 误差 比 局 部 
误差 的 累加 和 要 大 , 反之 ,如 果 ajvay 为 负 , 全 局 误差 比 局 部 误差 之 和 要 小 。 如 果 3.F/ay 符 
号 不 定 , 或 者 对 非 线性 方程 系统 3 fay 是 一 个 变化 的 抢 阵 , 那么 全 局 误差 ev 和 的 累加 和 
之 间 的 关系 非常 复杂 难以 预测 。 

可 以 把 局 部 离散 化 误差 比 作 在 一 个 银行 账户 上 每 次 的 存款 ， 而 全 局 误差 则 对 应 账户 的 余 
额 , 此 时 3 Fay 就 扮演 了 利率 的 角色 , 如 果 为 正 , 余额 会 比 每 次 存款 的 总 和 要 多 ,和 否则 余额 
会 比 每 次 储蓄 的 累计 和 小 。 

本 书 设计 的 代码 ode23tx,， 和 MATLAB 中 的 其 他 相关 代码 类 似 ， 只 尝试 对 局 部 误差 进行 
控制 。 因 为 对 全 局 误差 进行 控制 , 会 使 求解 程序 , 大 为 复杂 , 运行 代价 高 晶 ,， 但 是 效果 也 并 
不 好 。 

衡量 一 个 数值 方法 精度 的 基本 概念 是 阶 数 (order), 它 是 通过 把 数值 方法 应 用 到 具有 光滑 
解 的 问题 时 所 获得 的 局 部 误差 来 定义 的 。 一 个 方法 具有 思 阶 精 度 是 指 , 存在 一 个 常数 C 满 
足 

1 CT G2rl 
数值 C 可 能 和 定义 微分 方程 的 函数 的 偏 导数 以 及 求解 区 间 长 度 有 关 , 但 它 应 该 独立 于 步 数 
以 及 步 长 六 。 上 面 的 不 等 式 可 以 用 “大 O 符号 "简写 为 : 

d = OO) 

以 欧 拉 方 法 为 例 来 说 明 ， 
yat 二 斩 十 jnFbyn) 
假设 局 部 解 ww (zi) 具 有 连续 的 二 阶 导数 , 那么 在 点 六 处 使 用 泰勒 展 开 得 到 : 
to 人 t) 一 to 人 ta) 二 (一 如 )an(t)+OCC- 如 )) 

使 用 定义 wu(z) 的 微分 方程 和 初始 条 件 有 : 
zt 二 为 二 jb)+O(CR) 
所 以 
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d = ya) = OO ) 
于 是 可 以 得 出 训 =1， 即 欧 拉 法 具有 一 阶 精度 。 按 照 MATLAB 中 对 常 微 分 方程 求解 程序 的 命 
名 规则 , 这 种 使 用 欧 拉 法 自身 ,固定 步 长 ,没有 误差 控制 的 方法 应 当 称 为 odel。 

现在 考虑 在 固定 点 上 = 处 的 全 局 离散 化 误差 。 随 着 对 精度 要 求 的 提高 , 步 长 会 减 
小 ,为 了 使 到 达 上 处 需要 的 步 数 N 增 大 ,可 以 简单 地 认为 
tr 一 加 
国 
其 中 忆 是 平均 步 长 , 此 外 , 全 局 误差 ev 可 以 表示 为 N 个 局 部 误差 用 描述 方程 稳定 性 的 因子 
作 权 值 的 加 权 和 。 这 些 因 子 与 步 长 没有 太 大 关系 , 从 而 可 以 近似 认为 如 果 局 部 误差 为 
O(Ca2+1) ,那么 全 局 误差 为 N.O(Ci2D= O(i),， 这 就 是 为 什么 使 用 户 + 1 而 不 是 娟 作为 指 
数 来 定义 阶 数 的 原因 。 

对 于 欧 拉 法 , 户 =1， 即 步 长 减 小 为 二 分 之 一 , 会 使 误差 降低 221=4 倍 左右 , 但 使 到 达 
tr 所 需要 的 步 数 增 大 两 倍 , 进而 全 局 误差 只 减 小 22=2 倍 。 可 见 , 对 于 高 阶 的 方法 , 平滑 解 
的 全 局 误差 会 以 大 的 多 的 倍数 降低 。 

这 里 需要 指出 的 是 , 在 讨论 常 微分 方程 的 数值 解法 时 ,“ 阶 数 " 一 词 有 多 种 不 同 的 含义 。 
微分 方程 的 阶 数 , 是 出 现 的 最 高 阶 导数 的 指数 ， 比 如 dyvdt = - > 就 是 一 个 二 阶 的 微分 方 
程 。 而 方程 系统 的 阶 数 通常 指 系统 中 含有 的 方程 个 数 。 例 如 y= 2y 一 ,= ->z+ 和 是 一 
个 二 阶 系统 。 数 值 方法 的 阶 数 , 则 是 前 面 所 讨论 的 含义 ， 即 全 局 误差 表达 式 中 出 现 的 步 长 的 
指数 。 

检查 数值 方法 阶 数 的 一 种 方法 是 , 当 六 z,y) 为 上 的 多 项 式 , 且 与 y》 无 关 时 该 数值 方法 
的 表现 。 如 果 对 万 -! 保 持 精确 , 但 达 不 精确 , 那么 其 阶 数 不 会 超过 请 ，( 阶 数 可 能 小 于 娟 是 
因为 该 方法 对 一 些 普 通 的 函数 可 能 不 像 多 项 式 那样 精确 ) ， 欧 拉 法 仅 在 At ,y) 为 常数 时 才 精 
确 , 但 F(t,y)=+ 上 时 不 行 , 所 以 欧 拉 法 的 阶 数 不 会 超过 1s 

现代 计算 机 使 用 IEEE 双 精 度 浮 点 数 进行 算数 计算 ,计算 过 程 中 的 伟人 误差 ,只 在 需 
要 很 高 精度 或 积分 区 间 非 常 长 的 情况 下 才 变 得 重要 。 如 果 积 分 区 间 的 长 度 为 荆 = 妖 -加 ， 


且 一 步 计 算 中 的 含 人 误差 为 s, 那么 在 经 过 N 步 步 长 为 六 = 老 的 计算 后 ， 误差 最 坏 的 情况 
类 似 ;: 


N = 


区 
六 


对 于 一 个 全 局 离散 化 误差 为 Ch2 的 方法 来 说 , 总 的 误差 为 
CPP 十 人 
可 以 看 出 , 为 了 让 舍 人 误差 与 离散 化 误差 可 比 ,， 需要 有 
Te \ 碳 
户 汪 (各 


以 这 样 的 步 长 完成 计算 需要 的 步 数 大 约 为 ， 


Ne = 


芋 
CNY 
NwL( ) 


如 果 工 =20，C=100, es=2- 全， 对 不 同 的 阶 数 户 需 要 的 步 数 为 : 
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轧 人 
1 4.3.107 
3 3,647 ,721 
$ 37,285 

10 864 

这 里 的 值 为 欧 拉 法 、MATLAB 函数 ode23 、ode45 的 阶 数 ， 以 及 变 阶 ode113 方法 中 阶 
数 的 典型 取 值 。 从 上 面 的 数字 可 以 看 出 , 对 于 低 阶 的 方法 为 了 使 最 坏 情 况 下 的 含 人 误差 和 离 
散 化 误差 可 比 ， 需要 的 步 数 是 非常 大 的 , 在 实际 中 几乎 没有 可 能 达到 。 而 且 如 果 假 设 每 步 引 
起 的 误差 随机 变化 , 则 需要 更 多 步 数 。 相 比 之 下 变 阶 数 的 多 步 法 cdel13 则 完全 能 够 满足 考 
虑 伟人 误差 时 的 精度 要 求 。 


7.14 性 能 


下 面 通过 一 个 例子 来 观察 上 面 这 些 方法 在 实际 中 的 表现 。 谐 波 振 划 器 的 微分 方程 为 
福 (t) = 一 工人 1) 
取 初 始 条 件 为 zx(0) =1, 芝 (0)=0, 求解 区 间 为 0 委 : 委 10r,， 区 间 长 度 为 周期 解 的 五 倍 , 所 以 
全 局 误差 可 以 简单 地 通过 解 的 初 值 和 终点 值 之 差 来 计算 。 由 于 解 本 身 不 随 着 夺 增 加 或 减 小 ， 
所 以 全 局 误差 近似 和 局 部 误差 成 正 例 。 
下 面 的 MATLAB 程序 使 用 odeset 来 设置 相对 和 绝对 容 差 。 并 设置 了 细 化 等 级 以 便 算 
法 在 每 一 步 都 产生 一 行 输出 。 
Yy0 = [1 0]; 
for KkXK = 1:13 
tol = 10”(-K) ; 
opts = oqeset ('reltol' ,tol,'abstol' ,tol,'zeftine' ,1) ; 
上 zc 
[t,y] = ode23 (e@eharmonic, [0 10x*pPil,y0' ,OPtS) ，; 
time = toc; 
steps = Length(t) -1; 
er = max(abs(y(end,:)-Yy0)) :; 
enQ 


微分 方程 在 harnonic.m 中 定义 为 : 


tunction ydot = harmonic(t,y) 
ydaet = [y(2); -y(1)1; 





分 别 用 ode23 、ode45 、odel13 运行 上 面 的 程序 三 次 , 图 7-9 显示 了 三 个 全 局 误差 和 要 求 
的 容 差 的 变化 关系 。 从 图 中 可 以 看 出 , 实际 的 误差 和 要 求 的 容 差 的 轨迹 非常 吻合 。 对 于 
ode23,， 全 局 误差 是 容 差 的 36 倍 ; ode45 是 4 倍 ; 而 odel13 则 是 在 1 和 45 倍 之 间 变 化 。 

图 7-9 中 第 二 个 图 显示 了 需要 的 步 数 ， 结 果 和 前 面 的 模型 非常 吻合 。 令 zr 表示 容 差 
10- ，ode23 方法 需要 步 数 约 为 10r -13 , 符合 一 个 三 阶 方法 的 特性 。 而 ode45,， 需 要 的 步 数 
约 为 9r-15, 也 符合 一 个 五 阶 方法 的 特性 。 对 于 odel13， 图 中 的 步 数 反映 出 解 本 身 较 为 平 
缓 , 所 以 该 方法 大 部 分 时 间 内 都 是 其 最 大 阶 数 13。 

图 7-9 中 第 三 个 图 显示 了 程序 在 一 台 800 兆 主 频 的 奔腾 III 笔记 本 电脑 上 的 运行 时 间 ， 
单位 是 秒 。 对 这 个 问题 ， 当 容 差 为 10 5 或 更 大 时 ，ode45 是 最 快 的 方法 ， 而 对 于 较 小 的 容 差 ， 
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odel13 速度 最 快 。 由 于 是 低 阶 方法 ，ode23,， 需 花费 很 长 的 计算 时 间 才 能 达到 高 的 准确 度 。 


误差 


步 数 


时 间 


不 过 只 是 一 个 实验 ， 
7.15 更 多 阅读 资料 


10 


10-2 





-日 - ode23 
一 ade45 
一 ~ ode113 





105 ， 10m 107 10* 103 
容 差 


图 7-9 常 微 分 方程 求解 程序 性 能 比较 
其 中 问题 的 解 是 一 个 非常 平滑 而 稳定 的 函数 。 


参考 文献 [S1] 介 绍 了 MATLAB 常 微分 方程 组 件 。Ascher 和 Petzold 在 [4]， 中 介绍 了 常 
微分 方程 数值 方法 的 一 些 额 外 属性 ， 特 别 是 刚性 问题 ,这 方面 还 可 以 参考 Brennan，Campbellt 
和 Petzoldf11] 以 及 Shampine[S0]。 


习题 


7.1 常 微分 方程 初 值 问题 的 标准 形式 为 : 


二 CE,y)，y(Ct0) 二 0 
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7.2 


7.3 


7.4 


7.3 


把 下 面 的 微分 方程 用 标准 形式 表达 。 


其 中 r=Vv 刀 + 祥 ,初始 条 件 为 
wx(0) = 1,zo(0) = 2， (0) =zp(0) =0 
你 在 一 个 存储 账户 内 投资 $ 100, 每 年 得 到 6% 的 利息 , 令 y(t 表 示 上 年 后 账户 内 的 余 
额 。 利 息 以 复 利 计 ( 利 息 也 计 和 人 本 金 ), 那么 可 以 通过 求解 下 面 的 常 微分 方程 初 值 问题 
得 到 y(t)。 
y= ryr = 0.06 
y(0) = 100 

在 离散 时 间 间 隔 六 上 的 值 对 应 着 有 限 差分 方法 和 逼 近 微 分 方程 的 解 。 时 间 间 隔 疡 表 
示 为 一 年 的 分 数 。 例 如 , 月 复 利 有 岂 = 1712。7?2 次 时 间 间 隔 后 的 余额 , 用 来 近似 连续 
复 利 余额 >( 次 )。 银 行 有 效 地 使 用 欧 拉 法 来 计算 复 利 。 

yo = y(0) 
yoxl = 因 十 Pryr 

这 个 习题 要 求 读者 使 用 高 阶 的 差分 方法 来 计算 复 利 ,， 试 分 别 计算 下 列 情况 下 10 年 后 账 
户 的 余额 

欧 拉 法 , 按 年 度 

欧 拉 法 , 按 月 

中 点 公式 , 按 月 

梯形 公式 , 按 月 

B23 算法 ， 按 月 

连续 复 利 
(a) 用 实验 验证 或 者 代数 推导 证 明 BS23 算法 对 .FLt,y)=1,7(t,y)= 上 上 以 及 jzy)= 

2 的 结果 精确 , 但 对 Fi,y)= 刀 则 不 精确 。 
(b) 何 时 ode23 算法 的 误差 估计 量 精 确 ? 
误差 函数 erF(z) 通 常 由 一 个 积分 定义 ， 


之 人 
erf(z) = 着 . dz 
但 也 可 以 定义 为 微分 方程 的 解 


y(0) = 
使 用 ode23tx, 在 区 间 0 委 z 委 2 二 未 邮 微分 方程 , 并 在 ode23tx 选择 的 点 上 把 结 
果 和 MATLAB 内 部 函数 erf(x) 进 行 比较 。 
(a) 仿照 ode23tx,m 的 样式 编写 一 个 名 为 myrk4m 的 M 文件 ,实现 经 典 龙 格 -~ 库 塔 
固定 步 长 算法 。 改 变 可 选 的 第 四 个 参数 rtol 或 opts 为 步 长 上 , 下面 是 建议 的 
导言 。 
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g function [tout,yout] = myzk4 (了 ,tspany0,nh,varargin) 
当 MYRK4  C1Lassical fourth-oraer Runge-Kutta， 
ss Usage is the Same aS8 ODE23TX excCcept the fourth 
g argument :is aa fixed Step Size 卫 ， 
MYRK4 (了 ,TSPAN,Y0,H) with TSPRAN = fT0O TR] integrates 220 
$ the System of Qifferential equations y'′ = 工作 ,y) 
g from 芋 = TO tot = TR. The initial conadition 
$ 1ig Y(T0) = Y0. 
丰 由 tn no output arguments ，MYRK4 PLotS the SOLuLion . 
当 见 Iith 上 we output arguments， [T,Y] = MYRK4 (.-.) zeturns 
多 TandaYsothat Y(:,k) ie the approximate Solution at 
% 卫 (K) .More than four input axguments， 
要 MYRK4 (..，PL,P2,..)，atrte passedq on to P， 
要 PT,Y,PL,P2，...) . 


(b) 一 般 来 说 , 在 经 典 龙 格 - 库 塔 法 步 长 户 减 小 一 半 时 , 误差 如 何 变化 ? (提示 : 考虑 
myrk4 中 4 的 含义 )。 通 过 实验 来 说 明 这 种 特性 。 

(c) 考虑 描绘 谐 波 振 功 器 函数 的 常 微分 方程 y= - y, 若 在 一 个 完整 的 谐 波 周期 0 委 z 短 2r 
内 对 其 求 积 , 则 比较 初始 点 和 结束 点 处 的 y 函数 值 即 可 得 到 全 局 误差 。 设 定 上 = 
r/50 ,用 程序 myrk4 求解 这 个 问题 ,你 将 发 现 计 算 了 100 步 , 且 最 后 结果 的 误差 大 约 
是 10-5。 设 定 程序 ode23,ode45 和 ode113 中 的 相对 阅 值 10 5、 求 精 级别 为 1, 考 察 用 
它们 计算 该 问题 时 所 需 的 步 数 ,并 加 以 比较 。 这 个 问题 的 解 函 数 非常 光滑 ,所 以 你 会 发 
现 ode23 需要 更 多 的 步 数 ,而 ode45 和 ode113 则 需要 较 少 的 步 数 。 


7.6 常 微分 方程 问题 


7.7 


y= 一 1000(y - sint) + cost,y(0) = 工 

在 区 间 0 委 z 禄 1 上 是 略为 刚性 的 。 

(a) 求 出 其 精确 解 , 手工 推导 或 者 使 用 符号 工具 箱 中 的 dsolve。 

(b) 利用 ode23tx 求解 ,需要 多 少 步 ? 

(c) 利用 刚性 求解 程序 ode23s 求解 该 问题 ,需要 多 少 步 ? 

(d) 在 同一 幅 图 上 绘制 上 面 两 个 解 , 用 … 线 绘制 cde23tx 的 解 ，o 绘制 ode23s 的 解 。 

(e) 放大 图 像 或 者 调整 坐标 轴 设 置 , 来 观察 图 像 中 解 变化 非常 快 的 部 分 。 可 以 发 现 两 种 
方法 此 时 的 步 长 都 很 小 。 

(f) 显示 图 像 中 解 变化 缓慢 的 部 分 , 可 以 看 到 ode23tx 采用 的 步 长 明显 比 cde23s 小 。 

下 面 各 个 问题 在 区 间 0 委 : 委 rr“2 上 有 相同 的 解 : 

y= cost,y(0) = 0 

3=YL- 多 ,2(0)0 

= -yy(0) =0,y(0) =1I 

y= -sint,y(0) = 0,y(0) = 1 

(a) 求解 共有 的 解 y(z)。 

(b) 有 两 个 问题 涉及 到 二 阶 导数 y。 把 这 两 个 问题 改写 为 含 向 量 > 和 上 的 一 阶 系统 y= 
JCzy)。 


(e) 对 每 个 问题 求 其 蕉 可 比 敌阵 J= 式 。 当 时 间 ; 趋 于 /2 时 , 各 个 雅 可 比 矩阵 如 何 变化 ? [221 
(d) 利用 龙 格 - 库 塔 法 来 求解 初 值 问题 ?= Fit,y), 使 用 odeset 把 reltol 和 abstol 
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7.8 


7.9 


7.10 


7.1L 
7.12 


7.13 
7.14 


都 设 为 10”*。 求 ode45 在 整个 求解 过 程 中 需要 的 工作 量 , 为 什么 有 些 问 题 比 别 的 
问题 要 耗费 更 多 的 计算 ? 
(e) 如 果 把 区 间 变 为 0 雪上， 计算 的 解 有 何 变化 ? 
(f) 在 区 间 0 入 * 生 zx 上 如 果 把 第 二 个 问题 变 为 yY=Y |1- 交 ,>y(0)=0, 结果 有 何 变化 ? 
使 用 符号 工具 箱 中 的 jacobian 和 eig 函数 , 验证 二 体 问 题 的 雅 可 比 矩 阵 为 


0 0 x 0 
_ 工 0 0 0 六 
,一 2- 池 3yy 0 0 
3yiy 2- 0 0 
并 且 其 特征 值 为 
V2 
1 1 
从 一 -一 一 
广 342 -5 
验证 洛 伦 欧 方 程 中 的 矩阵 
-8 0 7 
A = 0 一 0 G 
-1 pp - 
是 奇异 的 ， 当 且 仅 当 
7 = 十 VBCo 一 了 
并 验证 对 应 的 零 向 量 为 





7 

洛 伦 茨 方程 中 的 雅 可 比 矩阵 J 并 不 等 于 A, 但 非常 接近 A。 求 出 J, 在 其 一 个 不 动 点 
上 计算 特征 值 , 并 证 明 该 不 动 点 不 稳定 。 
求 洛 伦 茨 方程 中 使 得 不 动 点 稳定 的 最 大 p 值 。 
在 lorenzgui 中 除了 o=28 之 外 , 所 有 po 值 都 会 产生 , 最 终 为 稳定 周期 轨道 的 轨迹 。 
Sparrow 在 他 关于 洛 伦 茨 方程 的 书 中 ,对 周期 轨道 进行 了 分 类 ,分 类 的 依据 是 通过 
+ 号 和 -号 序列 , 来 确定 轨迹 在 一 个 周期 内 临界 点 的 次 序 , 我 们 可 以 称 之 为 标记 图 。 
一 个 单独 的 + 或 - 号 是 轨迹 刚好 绕 过 一 个 临界 点 的 标记 ,除非 这 样 的 轨道 不 存在 。 而 
标记 + - " 则 表示 绕 过 每 个 临界 点 一 次 , 标记 “+ + + - + - - - "表示 一 个 非常 特别 
的 轨道 ， 这 个 轨道 绕 临 界 点 八 次 后 才 开 始 重复 自身 。 

lorenzgui 产生 的 四 个 不 同 周期 的 轨道 的 标记 如 何 ? 注意 , 每 个 标记 都 是 不 同 的 ， 
且 o=99.65 特别 棘手 。 
lorenzgui 中 不 同 p 值 产生 的 周期 轨道 的 周期 分 别 是 多 少 ? 
MATLAB 的 demos 目录 下 含有 一 个 名 为 orbitode 的 M 文件 , 它 使 用 ode45 求解 一 个 
受 限 三 体 问 题 (restricted three-body problem) 的 实例 。 该 问题 涉及 到 一 个 轻 物体 绕 两 个 
重 物体 的 运动 轨迹 ,比如 在 地 球 和 月 亮 之 间 运 动 的 阿波 罗 号 飞船 。 运 行 这 个 演示 程序 
然后 利用 下 面 的 语句 找到 其 源 代 码 。 
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7.16 


OrbitoaQe 
which crbitode 


拷贝 一 个 单独 的 orbitode.m， 找 到 下 面 的 语句 


tspan = [0 7]: 
y0 = [1.2; 0;) 0; -1.04935750983031990726] : 


上 面 的 语句 设置 了 积分 的 区 间 , 以 及 轻 物 体 的 初始 位 置 和 速度 。 问 题 是 , 这些 值 是 从 
何 而 来 的 ? 为 了 解决 这 个 问题 , 找到 语句 


[t,y,tevyeyiel = ode45 (@ft ,span,y0,options) ; 


删 去 分 号 ， 再 加 入 另外 的 三 条 语句 

七 扎 

Ye 

守 e 

再 次 运行 这 个 演示 程序 。 试 解释 te， ye 和 ie 的 值 与 tspan 以 及 Y0 的 关系 。 

Lotka -Volterra 捕食 者 一 被 掠 食 者 模型 是 数学 生态 学 中 的 一 个 经 典 模型 。 考 虑 一 个 简 
单 的 生态 系统 , 包含 有 无 限 食物 供给 的 免 群 和 依靠 捕食 兔子 为 生 的 狐狸 群体 。 这 个 系 
统 可 以 通过 一 对 非 线性 一 阶 微分 方程 来 建 模 : 

对 = 27r - arr,r(0) = ro0 


df _ 一 
di =-+arF,F0) = 万 


其 中 上 为 时 间 ，r( ) 为 兔子 的 数量 ，F(z ) 为 狐狸 的 数量 ，x 为 一 个 正常 数 。 如 果 ce = 

0, 这 两 个 种 群 没 有 关系 , 兔子 很 好 地 生存 , 而 狐狸 因 饥 饿 而 死亡 。 如 果 “>0, 狐狸 捕 

食 和 自身 数量 成 比例 的 兔子 , 这 种 捕食 会 造成 兔子 数量 的 减少 ， 和 狐狸 数量 的 增加 

(原因 不 像 减 少 那么 显而易见 ) 。 
这 个 非 线 性 系统 的 解 无 法 写成 已 知 的 其 他 函数 的 组 合 ,只 能 通过 数值 求解 。 可 以 证 

明 该 系统 的 解 具 有 周期 性 ,其 周期 取决 于 初始 条 件 。 也 就 是 说 , 对 任意 的 ~(0) 和 0) 

值 , 都 存在 一 个 时 间 := 刀 ,， 此 时 这 两 个 种 群 的 数量 都 等 于 初始 值 。 因 此 对 所 有 的 上 有 

r( 十 加) = t+t) = 

(a) 计算 系统 的 解 , 取 ro=300,， 万 =150 以 及 a=0.01。 结 果 应 该 有 弓 接近 S。 绘 制 两 
幅 图 , 一 个 以 > 和 了 做 为 寺 的 函数 , 一 个 相位 平面 图 分 别 以 ~ 和 : 为 两 个 坐标 轴 。 

(b) 计算 并 绘制 nm=15,， 户 =22 和 =0.01 时 的 解 。z 应 该 接近 6.62。 

(c) 计算 并 绘制 ro= 102, 万 =198 和 =0.01 时 的 解 , 计算 出 周期 ,可 以 通过 误差 
试 算 或 者 消息 句柄 机 制 。 

(d) 点 (ro, 亡 )= (1M,2《a) 是 一 个 稳定 的 平衡 点 ,如果 初 值 为 此 值 , 那么 种 群 数量 不 
会 变化 。 如 果 初 值 不 等 于 但 比较 接近 该 平衡 点 , 那么 其 数量 不 会 发 生 大 的 变化 。 
令 x 人 ti=r(t)-1a， ut)= Fi)-2， 函数 wx(t) 和 w(t) 满 足 另 外 一 个 非 线 
性 微分 方程 系统 , 但 如 果 忽 略 wo 项 , 系统 变 为 线性 。 试 问 这 个 线性 系统 为 何 ? 其 
周期 解 的 周期 是 多 少 ? 

人 们 提出 了 多 种 Lodka-Volterra 捕食 者 一 被 掠 食 者 模型 的 修改 模型 , 以 更 精确 地 反映 自然 

中 的 实际 情况 。 比 如 , 可 以 按 如 下 修改 第 一 个 方程 , 以便 防止 兔子 数量 无 限 增长 : 
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7.17 


7.18 


竺 一 人- 贡 广 = err) 一 70 


9 = 一 +arf,y(0) = 3 


其 中 上 为 时 间 ，r(+ ) 为 兔子 的 数量 ， 太 z) 为 狐狸 的 数量 ，u 为 一 个 正常 数 ， 尺 也 是 一 
个 正常 数 。 由 于 e 为 正 数 ， 当 > 之 R 时 下 为 负 , 因此 ,兔子 的 数量 就 永远 不 会 超过 
尺 。 对 于 <=0.01， 比 较 原 始 模型 和 尺 = 400 时 的 修改 后 的 模型 特性 。 在 比较 的 过 程 
中 , 取 ro=300, 刻 =150 在 50 个 时间 单位 上 求解 方程 , 并 绘制 四 个 不 同 的 图 。 
。 原始 模型 狐狸 数量 和 免 子 数量 相对 时 间 ， 
。 修改 模型 狐狸 数量 和 兔子 数量 相对 时 间 ， 
。 原始 模型 狐狸 数量 相对 兔子 数量 ， 
。 修改 模型 狐狸 数量 相对 兔子 数量 ， 
对 所 有 的 图 , 标记 所 有 曲线 和 坐标 轴 并 给 出 一 个 标题 ， 对 后 两 个 图 ,设置 纵横 比 以 便 
保证 zx- 和 y- 坐 标 轴 上 同样 增 量 对 应 的 长 度 相 同 。 
一 个 80 千克 的 伞兵 在 600 m 的 高 度 上 从 飞机 跳 落 ,降落伞 在 $ s 后 打开 , 伞兵 的 高 度 
对 时 间 的 函数 y( 引 ,由 下 面 的 方程 给 出 
y= 一 g+a(t)Amr 
y(0) =600m 
多 (0) =0mA 
其 中 g=9.81 my/ 必 为 重力 加 速度 ，m = 80 kg 是 伞兵 的 质量 。 空 气 阻 力 w(z) 和 速度 平 
方 成 比例 ,比例 常数 在 降落 伞 打 开 前 后 为 两 个 不 同 的 常量 。 
人 (ti)，t<5Ss 
“KK(92，1>Ss 
(a) 求解 自由 下 落 即 氏 ,=0, 开 2=0 时 的 解析 解 。 求 降落 拿 打开 时 的 高 度 , 到 达 地 面 所 
用 的 时 间 , 碰撞 地 面 时 的 速度 并 以 高 度 对 时 间 绘 图 , 要 求 对 图 作出 适当 的 标注 。 
(b) 考虑 Ki = 1715,K2 = 4715 的 情况 。 求 降落 伞 打 开 时 的 高 度 , 到 达 地 面 所 用 的 时 
间 ， 碰 撞 地 面 时 的 速度 ,绘制 高 度 对 时 间 的 图 像 并 给 出 适当 的 标注 。 
确定 球形 炮弹 的 轨迹 ,以 水 平 线 为 zx 轴 , 竖 直 方向 为 y 轴 ，, 发 射 点 为 原点 建立 静态 笛 
卡 儿 坐标 系 , 炮弹 发 射 时 的 初始 速度 相对 于 坐标 系 的 大 小 为 wo, 方向 和 z 轴 成 bo 角 
度 。 炮 弹 在 运动 过 程 中 仅 受 到 重力 和 空气 阻力 D 的 影响 , 后 者 和 炮弹 相对 于 可 能 存 
在 的 风 的 速度 有 关 。 可 以 用 下 面 的 方程 来 描述 炮弹 的 运动 。 
工 = mwcos0,y= vsing 
0= 一 和 cosb ,一 一 刀 一 gsin0 
该 问题 的 常量 包括 , 重力 加 速度 g=9.81 m/ 绊 , 质量 = 15 kg, 初始 速度 wo = 50 mys， 
风向 假设 水 平 且 风 速 为 时 间 的 一 个 特定 函数 zw(t)。 空 气 阻力 和 炮弹 相对 于 风 的 速度 平 
方 成 正比 : 


D(i) = 人 ((- mw(t))2 + 部 ) 
其 中 c=0.2 为 阻力 系数 ，o = 1.29 kg/ma 是 空气 密度 ，* = 0.25 m2 是 炮弹 的 截面 面 
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积 。 考 虑 下 面 四 种 不 同 风 力 的 情形 : 

。 没有 风 , 任意 时 刻 都 有 凤 ()=0。 

。 稳定 的 赣 风 , 任意 时 刻 都 有 z( 纪 = -10 my《s。 

。 间 鞭 性 的 顺风 ， 当 时 间 : 整数 部 分 为 奇数 时 有 妈 ( 切 = 10 mAs, 否则 为 零 。 

。 阵风 ，zw() 为 高 斯 随机 变量 , 均值 为 零 , 标准 差 为 10 mAs。 

在 MATLAB 中 对 上 的 取 整 函数 L zj 为 floor(t), 均值 0 标准 差 ec 的 高 斯 随机 变量 可 
以 通过 sigma * randn( 见 第 9 章 ,， 随 机 数 ) 产 生 。 

对 四 种 风力 条 件 的 每 种 情况 , 进行 下 面 的 计算 : 令 初 始 角度 为 $ 的 倍数 即 ，6o = &Rr/ 
36,&=1,2,……,17, 在 同一 图 中 绘制 这 17 条 轨迹 ， 比 较 哪 条 轨迹 的 射程 最 远 ， 并 对 该 轨 
迹 给 出 它 的 初始 角度 ,飞行 时 间 , 射程 ,落地 速度 以 及 求解 方程 需要 的 计算 步 数 。 四 种 
条 件 下 哪个 需要 最 多 的 计算 量 ?” 并 给 出 解释 。 

在 墨西哥 1968 年 奥林匹克 运动 会 上 ，Bob Beamon 创造 了 一 项 跳远 的 世界 记录 8.90 m， 
这 个 数字 比 前 世界 记录 多 了 0.80 m,， 从 那 至 今 , 在 竞赛 中 这 个 记录 只 被 Mike Poweu 在 
1991 年 东京 以 8.95 m 打破 过 一 次 。 在 Beamon 那 次 非凡 的 跳远 之 后 , 一 些 人 认为 墨西哥 
城 2250 m 的 海拔 所 造成 的 低空 气 阻力 是 一 个 重要 因素 。 下 面 的 问题 检查 了 这 种 可 能 性 。 
该 问题 的 数学 模型 和 上 面 的 球形 炮弹 一 样 。 固 定 的 笛 卡 儿 坐 标 系 以 水 平方 向 为 x 轴 ， 
竖 直 方向 为 y 轴 , 起 跳板 为 原点 。 起 跳 者 的 初始 速度 大 小 为 wo, 并 和 z 轴 成 bo 度 。 
起 跳 后 仅 受到 重力 和 空气 阻力 疡 , 后 者 和 速度 大 小 的 平方 成 正比 。 没 有 风 。 下 面 的 方 
程 描述 了 起 跳 者 的 运动 

工 = ucos0,y= vsinb 


6=- 达 cosg,D= 一 卫 一 gsin0 
记 7 


空气 阻力 为 
D= 细 ( 康 十 入 ) 

其 中 的 常量 包括 ,重力 加 速度 g=9.81 m/s, 质量 m= 80 kg, 阻力 系数 c=0.72, 跳 
远 运动 员 的 截面 积 0.50 m?, 起 跳 角 度 60=22.S"= r/8 弧度 。 

计算 下 面 四 种 不 同 的 跳 聊 , 它们 各 自 有 不 同 的 初始 速度 wo, 空气 密度 p。 每 次 跳 
牙 的 距离 为 zx( 杂 )， 在 空中 的 时 间 z 由 条 件 y(t)=0 决 定 。 
(a) 高 海拔 的 跳 联 。zo= 10 m/s，po=0.94 kg:nz。 
(b) 海平 面 的 跳 聊 。zo= 10 m/s，o=1.29 kg/om。 
(c) 赛跑 选手 在 高 海拔 的 跳 聊 。p =0.94 kg , 确定 能 够 达到 Beamon 记录 8.90 m 的 wm。 


《d) 赛跑 选手 在 海平 面 。o= 1.29 kgMm, 以 (c) 计 算 的 wo 为 初始 速度 。 
通过 下 面 表格 的 比较 来 展示 你 的 结果 


Vv0 theta0 rho Qistance 
10.0000 22.5000 0.9400 ??2? 
10.0000 22.5000 1 .2900 ?23 

?23? 22.5000 0.9400 8.9000 
?3?3? 22.5000 1.2900 ?2?? 


相 比 而 言 , 空气 密度 和 初始 速度 哪个 影响 更 大 ? 


225 
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7.20 


一 个 钟 摆 是 由 一 个 无 重量 的 长 度 为 工 的 杆 和 一 个 质量 密集 的 点 通过 无 摩 所 的 销 子 连 

接 构成 的 。 如 果 重 力 是 唯一 作用 于 钟 摆 的 力 , 那么 其 摆动 可 以 如 下 建 模 
0=-(g/L)sing 

其 中 0 是 杆 的 角度 , 当 02=0 时 , 杆 垂 于 销 子 的 下 方 , 0=r 时 , 杆 不 稳定 平衡 于 销 子 

的 上 方 。 取 二 =30 cm, 重力 加 速度 g = 998 cm/s ,初始 条 件 为 : 


0(0) = 00 
6(0) =0 
如 果 初 始 角度 9 不 太 大 , 那么 近似 有 
sing 5x 0 
从 而 得 到 一 个 线性 方程 ， 
0=-(g/L)b 


它 比 较 容 易 求 解 。 
(a) 对 线性 方程 ,摆动 的 周期 是 多 少 ? 
如 果 bo 不 是 很 小 , 则 不 能 用 9 替代 sing, 可 以 证 明 摆 动 的 周期 了 为 
T(b) = 4(L]Lg)i2K(sin2(6o[)) 
其 中 天 (5 ) 是 第 -一 类 椭圆 积分 , 由 下 式 给 出 


2 dd 
K(s 1 -小 记 
(b) 用 两 种 方法 计算 并 绘制 0 过 go<0.9999xz 上 的 工 (bo) , 使 用 MATLAB 函数 ellip- 
ke 和 quadtx 进行 数值 积分 。 验 证 这 两 种 方法 的 结果 在 积分 误差 范围 内 相等 。 
(c) 验证 对 小 角度 90， 线性 和 非 线性 方程 的 周期 近似 相等 。 
(d) 针对 非 线性 模型 ,计算 几 个 不 同 的 9 值 , 包括 0 和 rr 附近 的 值 , 计算 大 于 一 个 周 
期 上 的 解 ,并 在 同一 个 图 上 绘制 出 相 平面 图 。 
燃烧 矿物 燃料 对 大 气 中 二 氧化 碳 有 何 影响 ”尽管 今天 二 氧化 碳 的 数量 只 占 大 气 的 大 约 
百 万 分 之 350, 但 其 任何 增加 都 可 能 对 气候 产生 深远 的 影响 。 在 LightHouse Founda- 
tion 维护 的 网 站 [37] 上 有 许多 相关 背景 的 文章 介绍 。 
Eric Roden 将 J.C.G.Walker 在 [62] 中 提出 的 模型 引入 我 们 的 视线 ， 该 模型 模拟 
了 多 种 不 同形 式 碳 原子 的 相互 转化 , 包括 存在 于 大 气 、 浅 海 及 深海 的 三 种 状态 。 模 型 
中 五 个 主要 的 变量 都 是 时 间 的 函数 : 
六 ,大 气 中 二 氧化 碳 的 分 压力 
。 浅海 中 集中 溶解 的 碳 
cd, 深海 中 集中 的 溶解 的 碳 
as， 浅 海 的 碱 度 
CQdy 深海 的 碱 度 
另外 在 浅海 的 平衡 方程 中 还 涉及 到 三 个 量 : 
记 。， 浅海 中 的 碳酸 氧 盐 
c。， 浅海 中 的 碳酸 盐 
2 浅海 中 气态 的 二 氧化 碳 的 分 压力 


马 
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五 个 主要 变量 的 变化 速率 由 五 个 常 微 分 方程 给 出 。 大 气 和 浅海 之 间 的 交换 涉及 到 一 个 
固定 的 特征 传输 时 间 & 和 源 项 .AFLz): 
dp 一 久 一 户 大 巧 














dt d Ai 
下 面 的 方程 描述 了 浅海 和 深海 之 间 的 交换 ,其 中 w 和 zw 分 别 为 两 个 区 域 的 体积 : 
各 (ooe 
嗓 = 寺 (Co -om) 
衬 二 二 ((ou as)z 一 开 2) 
人 一 了 (ba 一 (az 一 as)z) 
二 氧化 碳 和 浅海 中 的 碳酸 盐 之 间 的 平衡 方程 由 三 个 非 线性 代数 方程 描述 ， 
0 一 (2 一 Ra3a(2a 一 a ) )12 
忆 ; 三 
ay 一 灰 ， 
和 2 
2 
访 ; 三 局 
模型 中 涉及 到 的 常量 数值 如 下 : 
d = 8.64 
Ai =4.95 .10? 
pa =4.95 .10-? 
坟 =0.12 
志 =1.23 
世 =10-3 
Ri =2.19 .10 
有 2 =6.12 .10-5 
R3 一 0.997148 
R4 =6.79 .10- 
源 项 F(z) 描 述 了 现代 工业 燃烧 矿物 燃料 所 造成 的 影响 。 时 间 间 隔 从 一 千年 前 到 未 来 


几 千 年 后 : 
在 上 = 1000 处 的 初始 值 : 


1000 科 上 委 3000 


六 =1.00 
5, = 一 2.01 
ad =2.23 
oa ==2.20 
ad =2.206 
描述 了 前 工业 时 代 的 平衡 并 保持 近似 不 变 , 其 中 At 近似 为 零 。 
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下 面 的 列表 大 致 描述 了 燃烧 矿物 燃料 ,特别 是 汽油 ,所 释放 二 氧化 碳 的 源 项 
太 划 。 其 数值 在 1850 年 后 开始 变 得 显著 , 在 本 世纪 末 达 到 峰值 , 然后 降低 直到 燃料 消 
耗 完 。 


年 “使 用 率 
1000 ”0.0 
1830 “0.0 
1930 1.0 
1980 “4.0 
2000 ”3.0 
2050 “8.0 
2080 10.0 
2100 10.5 
2120 “10.0 
21350 “8.0 
2223 “3.5 
2300 ”2.0 
2300 “0.0 
3000 “0.0 


图 7-10 显示 了 源 项 及 其 对 大 气 和 海洋 的 影响 。 下 半 部 的 三 个 图 线 显 示 了 大 气 、 浅 海 
及 深海 中 碳 的 变化 (两 个 碱 度 值 由 于 其 基本 保持 不 变 , 所 以 没有 绘 出 )。 开 始 时 , 三 个 
区 域 中 的 碳 维持 在 平衡 状态 , 所 以 其 数量 在 1850 年 之 前 几乎 没有 变化 。 在 1850 委 : 委 
2500 之 间 , 图 7-10 的 上 半 部 表示 了 燃烧 矿物 燃料 所 产生 的 碳 进 和 系统, 下 半 部 分 表 
示 了 系统 的 反应 。 大 气 是 最 先 受 到 影响 的 , 在 500 年 后 将 增加 四 们 多, 大 约 有 一 半 的 
碳 缓 慢 进 入 浅海 并 最 终 转 人 深海 区 域内 。 


1 


误 
汉 
5 
0 一 矿物 质 燃料 
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
时 间 /年 





1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
时 间 /年 


图 7-10 “大气 和 海洋 中 碳 含量 
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(a) 重新 绘制 图 7-10。 使 用 pchiptx 播 人 燃料 表格 ， 并 使 用 ode23tx 在 默认 的 容 差 下 
求解 此 微分 方程 。 
(b) 比较 三 个 区 域 中 5000 年 和 1000 年 时 碳 的 含量 。 
(c) 大 气 中 的 二 氧化 碳 在 何 时 达到 最 大 值 ? 
(d) 该 方程 是 适度 刚性 的 , 这 是 由 不 同时 间 尺 度 内 多 种 化 学 反应 的 发 生 造 成 的 。 放 大 
图 的 某 些 部 分 , 可 以 发 现 由 于 ode23tx 采用 了 小 步 长 所 引起 的 特征 锯齿 形态 。 找 
到 这 样 的 一 个 区 域 。 
(e) 用 MATLAB 的 常 微 分 方程 求解 程序 , 包括 ode23，ode45 ,odel13，ode23s， 以 及 
ode15s,， 尝试 采用 不 同 的 容 差 并 用 如 下 代码 并 报告 其 计算 代价 ， 
oqeset ('RelTol' ,1.e-6,'RbsTol' ,1.e-6,'stats'，'on' ) ; 
哪个 方法 更 适合 解决 此 问题 ? 
7.22 下 面 的 问题 使 用 了 积分 、 常 微分 方程 以 及 方程 求 根 来 研究 一 个 非 线 性 边界 值 问题 。 函 
数 y( 在 区 间 0 委 z 委 1 上 定义 如 下 : 
了 =yY-1 
y(0) = 0 
3y(1) = 工 
这 个 问题 可 以 通过 四 种 方法 求解 。 使 用 subplot (2,2,1),...:，subplot (2,2,4) 
把 四 个 解 绘制 在 一 张 图 上 。 
(a) 发 射 法 。 假 设 7=y(0) 已 知 , 那么 可 以 使 用 常 微分 方程 求解 程序 , 如 ode23tx 或 
ode45 , 来 求解 如 下 初 值 问题 
多 = 光 -1 
y(0) =0 
y (0) = 7 
求解 区 间 为 0 赤 z 委 1.。 每 个 7 值 都 会 确定 一 个 不 同 的 解 y(z;7)， 以 及 相应 的 >(1; 7) 
值 , 期 望 的 边界 条 件 y(1) = 工会 定义 一 个 了 的 天 数 
(7) = y(137) 一 
编写 一 个 参数 为 1 的 MATLAB 函数 ， 这 人 庆 才 求解 阁 关 分 方程 初 人 问题 并 返 加 
(7)。 然 后 使 用 fzero 或 fzerotx 找到 一 个 值 7*。， 满 足 FL7* ) =0。 然 后 在 初 值 
问题 中 使 用 这 个 7* 值 并 得 到 期 望 的 >(z)。 求 出 7 ,的 值 。 
(b) 积分 法 。 观 察 到 光 = 光一 1 可 以 写 为 
“2 3 
芝 ( 汪汪 +y 
这 意味 着 表达 式 
GD) 和， 
2 3 ”> 
为 常量 。 由 于 y(0)=0, 有 y(0) =V2xk, 进而 , 如 果 能 够 找到 常量 k， 边 界 值 问 
题 就 可 以 转化 为 初 值 问题 。 对 下 式 积 分 


K 一 





dy 7 y) 
可 以 得 到 





了 96 


各 7 间 





工 三 yoady 
其 中 
上 
V2(Kk 二 另 [3 -- y) 
至 此 ,结合 边界 条 件 >(1) =1 可 以 定义 函数 g(k) 如 下 : 


1 
g(K) = | sady 一 1 


需要 实现 两 个 MATLAB 函数 , 一 个 计算 六 (y,x), 另 一 个 计算 g(k)。 可 以 把 它们 
写成 两 个 独立 的 M 文 件 , 但 更 好 的 做 法 是 , 把 关 (y,x) 写 成 g(k) 的 一 个 内 艇 天 
数 。 函 数 g(k) 可 以 使 用 auadtx 来 计算 (y,x) 的 积分 。 通 过 quatadtx 把 参数 kx 作 
为 g 的 一 个 额外 参数 传递 给 疡 。 再 使 用 fzerotx 找到 满足 g(k* )=0 的 k, 值 。 最 
终 这 个 k * 值 提供 了 第 二 个 需要 的 初始 值 , 进而 可 以 用 常 微分 方程 求解 程序 来 计算 
y(z), 求 出 k* 的 值 。 

(c 和 d) 非 线 性 有 限 差 分 法 。 把 区 间 分 为 +1 个 相等 的 子 区 间 ，, 每 个 长 度 为 
疡 =1《(72 二 1): 


户 (yK) 一 





了 一 访 福 =0) +I 
把 微分 方程 替换 为 包含 ”个 未 知 量 yi,yz,…,y 的 一 组 非 线性 微分 方程 系统 。 
ya 一 2TTW1= 天 (一 1 三 1 
边界 条 件 为 yo=0 和 w+i=1。 
一 种 方便 的 计算 第 二 个 差分 向 量 的 方法 是 , 使 用 一 个 zxzm 的 三 角 和 矩阵 A， 
其 主 对 角 线 上 元 素 均 为 -2,， 主 对 角 线 上 下 两 个 次 对 角 线 元 素 均 为 1,， 其 他 元 素 均 
为 0。 可 以 使 用 下 面 的 代码 生成 这 个 矩阵 的 稀 朴 形式， 
e = cones(n,1) ; 
有 = spdiags([e -2xe el,ti-1 0 1] ,mn,an) ; 
边界 条 件 m=1 和 w+1=1, 可 以 用 ” 维 向 量 8 来 表示 , 其 中 访 =0,i=1 一 |， 
且 久 =1。 这 样 非 线性 差分 方程 的 矩阵 形式 为 
Ay+Bb= 72( 闪 一 1 
其 中 y 是 包含 y 元 素平 方 的 向 量 , 在 MATLAB 中 用 Y.2 来 计算 。 求 解 这 个 系统 
至 少 有 两 种 方法 。 
(c) 线性 迭代 。 这 种 方法 首先 把 差分 方程 写成 如 下 形式 : 
Ay = 民 ( 交 -1 一 
从 向 量 y 的 一 个 初始 猜测 值 开 始 , 迭代 过 程 包括 , 把 当前 > 插 人 到 当前 方程 的 右 
端 , 然后 求解 得 到 的 线性 系统 得 到 一 个 新 的 y。 这 个 过 程 需要 重复 使 用 稀 朴 反 斜 
线 运算 符 和 迭代 赋值 语句 : 
y = RN\(h 2x(yY. ”2 - 1) ~- Db) 


可 以 证 明 , 这 个 迭代 过 程 线性 收敛 , 并 提供 了 求解 非 线性 差分 方程 的 一 个 鲁 棒 的 
方法 。 给 出 你 使 用 的 ”以 及 所 用 的 迭代 次 数 。 
(d) 牛顿 法 。 这 种 方法 基于 把 差分 方程 写成 如 下 的 形式 : 
F(y) = Ay+0 一 天 ( 交 -1)=0 
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通过 牛顿 法 求解 F(y) =0, 需要 一 个 多 变量 的 微分 FF (y)。 这 个 微分 是 雅 可 比 抢 
阵 即 偏 导 数 气 阵 ; 
了 = = A -jhzdiag(2y) 


在 MATLAB 中 , 牛顿 法 的 一 步 过 程 大 致 为 : 


FE=Rxry+b -hph2x(y. 2 - 工 ); 

JJ = 及-h2xspdiags(2xy, 0,n,n) ; 

y=y-JNF; 

如 果 起 始 猜测 值 较 好 ,牛顿 法 就 可 以 在 较 少 的 选 代 下 收敛 。 给 出 你 使 用 的 ” 值 ， 
及 需要 的 友 代 次 数 。 


7.23 ” 双 联 摆 在 初始 角度 足够 大 的 时 候 , 是 展示 混沌 运动 的 经 典 物理 模型 。 如 图 7-11 所 示 ， 
模型 包括 两 个 重 物 ， 或 说 是 摆 狂 ,通过 一 个 无 重量 的 刚性 
杆 连接 , 并 固定 于 一 个 枢 轴 上 。 不 考虑 摩 氛 力 ， 即 开始 运 
动 就 不 会 停止 。 运 动 可 以 通过 两 个 杆 和 y 轴 负 方向 的 角 
度 0 和 0 来 描述 。 令 ?1 和 7722 代表 摆 锤 的 质量 ， 刀 1 和 
22 代表 杆 的 长 度 , 那么 摆 锤 的 位 置 为 : 


Z1 = lisin0lyi 三 一 bicosOl 
Z2 = bsin0l 十 bsingo ,y2 三 一 cos01 一 2cosb2 


唯一 受到 的 外 力 是 重力 , 用 g 表示 。 通 过 经 典 机 械 学 中 的 
拉 格 朗 日 方程 可 以 推导 出 一 对 关于 两 个 角度 (和 2 () 





的 二 阶 非 线性 常 微分 方程 : 图 7-11 双 联 摆 
(zza1 十 zz)l161 十 mailb2cos(0 一 0 ) 三 一 g(71 十 7a2 )sinb1 一 zollsin(b 一 0) 
maalbi6ioos(0; 一 人 2) 士 1z12l202 一 一 gil2sin02 十 zip 人 sin(6) 一 9) 


通过 引 人 一 个 4x1 的 列 向 量 x(， 可 以 把 方程 重 写 为 一 个 一 阶 系统 : 
& = [bb2,01,02]7 
取 ai=ma= 人 = 如 =1，c=cos(u 一 2a2)， 以 及 5=sin(xul- 2z2)，, 方程 组 变 为 
zl1 三 MW3 
22 二 了 4 
223 + ct4 三 一 gsSintwi 一 5 
ca 二 04 = 一 gsint2 十 32 


令 M=M(u) 表 示 4X4 的 质量 矩阵 


M = 


Di 王 己 


0 
0 
C 
1 


马 所 手 
叫 王 天 号 


并 令 f= Au) 代表 4x1 非 线性 力 函 数 
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2M3 

&4 
了 了 = . 2 
一 &Sinzi 一 SU4 
一 gsinz2 十 Si 
采用 矩阵 向 量 符号 , 方程 组 可 以 简写 成 如 下 形式 : 

Au = 厂 
这 是 一 个 隐 式 的 微分 方程 系统 , 包含 一 个 变化 的 非 线性 质量 矩阵 。 通 常 双 联 摆 问 题 不 
使 用 质量 矩阵 推导 , 但 含有 更 多 自由 度 的 较 大 规模 问题 ,一 般 都 是 隐 式 的 。 在 许多 情 
形 下 , 质量 矩阵 都 是 奇异 的 , 不 可 能 把 方程 写成 显 式 的 。 
NCM M 文件 swinger 提供 了 一 个 这 类 问题 的 交互 式 图 形 实现 。 通 过 指定 第 二 个 

摆 锤 的 位 置 ，(z，,) 将 初始 坐标 传递 给 swinger, 或 者 也 可 以 使 用 鼠标 确定 。 在 大 部 
分 情形 下 , 这 并 不 能 唯一 确定 第 一 个 摆 锤 的 起 始 位 置 , 但 也 只 有 两 个 可 能 , 可 以 任意 


取 一 个 。 初 始 速度 人 和 久 均 为 零 。 数 值 求解 使 用 了 ode23, 本 书 提供 的 ode23tx 并 
不 适用 于 隐 式 方程 。 在 调用 ode23 之 前 要 使 用 odeset , 来 设置 产生 质量 矩阵 的 函数 和 
绘图 函数 : 


cpts = odqeset ('mass',@SwWingmasS，. .，. 
“outputfcn'  ,@swingplot) ， 
odae23 (@swingrhs ,tspan,u0,oOpPLS) ; 


质量 矩阵 函数 为 

function M = Swingmass (上 ，U) 

c = cos(ul(1) -ul(2)):， 

M= [1000;)0100;)002cl00c1]: 


驱动 力 函 数 为 


function ff = Swingzrhs (tuU) 

3 工 ; 

S sin(lu(1l)-u(2)); 

[ru(3);， ul(4);， -2*gxsin(ul(1))-Sx*u(4) 2) 
-gxsin(u(2))+Sxul(3) “2] 7 


可 以 仅 使 用 一 个 常 微分 方程 函数 返回 M\ f, 但 这 里 想 强调 一 下 隐 式 技巧 。 


内 部 函数 swinginit 把 指定 的 起 始点 (z,y) 转 化 为 一 对 角度 (61,92)， 如 果 (z,y) 
位 于 圆 之 外 即 


VZ2+ 兴 > 人 + 思 
那么 单 摆 无 法 到 达 这 个 指定 点 。 在 这 种 情形 下 , 我 们 将 单 摆 拉 直 使 0 = 0 并 指向 给 
定 的 方向 。 如 果 (z，y) 在 半径 为 2 的 圆 内 , 则 返回 到 达 这 个 点 的 两 种 可 能 解 之 一 。 
下 面 是 一 些 引导 你 研究 swinger 的 问题 。 
(a) 当初 始点 位 置 位 于 半径 2 的 圆 之 外 时 ,两 根 杆 像 一 根 杆 一 样 开始 运动 。 如 果 初 始 
角度 不 大 , 那么 双 联 摆 会 继续 像 单 个 单 摆 那 样 运动 。 但 如 果 初 始 角度 足够 大 , 会 
发 生 混沌 运动 。 多 大 的 初始 角度 会 导致 混沌 运动 ? 
(b) 默认 的 初始 条 件 为 ; 
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Swingetr (0.862,-0.994) 


为 什么 这 个 轨迹 比较 有 趣 ? 你 能 找到 一 个 类 似 的 轨道 吗 ? 

(c) 运行 swinger 一 会 儿 , 然后 点 击 stop 按钮 。 进 入 MATLAB 的 命令 行 , 输入 get 
(gcf ，userdata ) , 返回 什么 值 ? 

(d) 修改 swinginit, 使 位 于 半径 为 2 的 圆 内 的 其 他 可 能 初始 点 也 被 选中 。 

(e) 修改 swinger 取 不 同 于 mi = ma2z=1| 的 质量 。 

(f) 修改 swinger 取 不 同 于 = 妃 =1 的 长 度 。 这 个 比 改变 质量 要 困难 ,因为 要 涉及 
到 初始 几何 图 形 。 

(g) 重力 因素 在 这 里 扮演 什么 角色 ? 如 果 把 双 联 摆 移 到 月 球 上 , 其 行为 有 何 变化 ? 修 
改 swingrhs 中 的 g, 会 如 何 影 响 图 形 显示 的 速度 , 常 微分 方程 求解 程序 的 步 长 选 
择 以 及 :z 的 计算 值 ? 

(h) 合并 swingmass 和 swingrhs 为 一 个 函数 swingode， 除 去 mass 选项 ， 并 使 用 
ode23tx 替代 ode23。 

〈《i) 这 些 方程 是 刚性 的 吗 ? 

(ji) 下 面 是 一 个 比较 困难 的 问题 。 语 句 swinger(0，2) 试 图 让 单 摆 在 其 支点 上 平衡 , 实 
际 中 单 摆 只 停留 于 支点 一 段 时 间 , 但 很 快 失去 平衡 。 观 察 swinger(0,， 2) 标 题 中 
显示 的 :上 值 , 是 什么 力 让 单 摆 从 竖 直 位 置 离开 的 ? 在 : 为 何 值 时 这 个 力 变 得 显 
著 ? 
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我 们 每 天 都 在 使 用 傅 里 叶 分 析 , 但 是 我 们 却 浑 然 不 知 。 手 机 ， 磁 盘 驱动 器 ， DVD, JPEG 
都 涉及 到 了 快速 傅 里 叶 变换 。 这 一 章 讨论 快速 傅 里 叶 变换 (FFT) 的 计算 和 描述 。 

缩写 词 FFT 是 一 个 模糊 的 概念 。 第 一 个 下 可 以 表示 快速 或 者 有 限 。 一 个 更 准确 的 缩写 
应 该 为 FFFT, 但 没有 人 这 样 用 。 在 MATLAB 里 , 表达 式 fft(x) 计 算 任 意向 量 x 的 离散 傅 
里 叶 变换 。 如 果 整 数 n= length(x) 是 小 的 素数 赛 的 乘积 , 这 个 变换 是 很 快速 的 。 在 8.6 节 中 
讨论 此 算法 。 


8.1 按键 式 拨 号 盘 
按键 式 电话 拨号 盘 是 每 天 使 用 傅 里 叶 分 析 的 一 个 例子 。 按 键 式 拨号 盘 的 基础 是 双 音 多 频 


(DTME) 系 统 。 程 序 touchtone 显示 了 DTME 的 音调 是 如 何 产生 和 解码 的 。 电 话 的 拨号 盘 
类 似 于 一 个 4x3 的 扼 阵 (如 图 8-1)。 与 每 个 行列 有 关 的 是 一 个 频率 。 基 本 的 频率 为 ， 


Ex = 1697 770 852 941] ; 
fc = [1209 1336 1477] ; 


如 果 s 是 一 个 字母 ， 表 示 键 区 的 一 个 按钮 ， 相 应 的 行 索引 k 和 列 索引 了 可 以 由 下 面 的 程 
序 得 到 : 


Switch SS 


Case 'x*x'，K=- 4)]j = 1: 
Case 0'，KE= 4 = 2:; 
Case ' 间 *，K= 4;)j = 3:; 
otherwise， 


Q=S-'0'/ jj = nod(da-1,3)+1; KK = (Q-j)/3+1; 
enaQ 


697 





1209 1336 1477 


图 8-1 电话 键盘 
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在 数字 语言 中 一 个 重要 的 参数 是 ,取样 频率 。 
ES = 32768 


在 这 种 取样 频率 下 , 在 时 间 区 间 为 0 雪上 魏 0.25 


t = 0:1/RFs:0.25 





通过 生 加 频率 为 fr(k) 和 fc(3j) 的 两 个 基本 音调 ， 可 以 得 到 由 位 置 (k,j) 处 按钮 产生 的 


Y1L = Sin(2xPpixfr(K)xt) ; 
Y2 = Sin(2xpixfc(]j)*t)， 
y = (Y1 + Yy2)7/12; 
如 果 你 的 电脑 装 有 声卡 ,MATLAB 中 输入 
SOuUnQ (y, ES) 
播放 这 个 音调 。 
8-2 显示 了 按钮 1 由 程序 touchtone 产生 的 图 。 上 方 的 子 图 显示 了 按键 产生 的 两 个 基 
本 频率 , 下 方 的 子 图 显示 一 部 分 信号 ,由 频率 的 正弦 波 取 平 均值 得 到 的 。 





400 600 800 1000 1200 1400 1600 


0 0.00S 001 0.015 
Js 


图 8-2 ”按键 “1 产生 的 波形 
数据 文件 touchtone.mat 包含 了 一 个 正在 拨号 的 音调 记录 。 通 过 这 个 音调 记录 , 是 否 可 
以 确定 电话 号 码 呢 ? 输入 语句 : 


Load Louchtone 


加 载 一 个 信号 yY 和 一 个 取样 频率 Fs 到 工作 站 。 为 了 减 小 文件 大 小 , 向 量 y 的 分 量 用 8 
位 的 整数 构成 ，- 127 委 六 委 127。 
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输入 语句 ; 
Y = double(y)/128:; 


调整 问 量 将 其 变换 成 双 精 度 ， 以 便 以 后 使 用 。 输 入 语句 ; 


了 
七 


重 现 记录 的 取样 时 间 。t 的 最 后 一 个 分 量 是 9.1309, 说 明了 记录 持续 9 秒 多 一 点 。 图 8-3 
画 出 了 整个 信和 号。 


Tength(y) ; 
(0:n-1)V/RFS 











图 8-3 11 位 数字 的 电话 号 码 记 录 
238 
这 种 信号 有 许多 噪声 。 我 们 甚至 能 看 到 当 按 下 按钮 的 时 刻 ,图 上 出 现 小 的 峰值 。 容 易 看 
出 已 拨 过 了 11 个 数字 , 但 是 , 在 这 种 情况 下 , 不 可 能 确定 分 别 是 哪些 数字 。 2 
8-4 显示 了 这 个 信号 的 离散 傅 里 叶 变换 ,这 是 确定 各 个 数字 的 关键 。 





中 | 


600 800 1000 1 200 1400 1600 
图 8-4 记录 信和 号 的 离散 传 里 时 变换 
在 MATLAB 中 输入 以 下 命令 产生 该 图 :; 


P = aps(ftt(y)): 
E = (0:n-1)*(EFSs/Dn) ; 
Plot (E,P) ; 


axis([500 1700 0 600] ) 


xz 坐标 表示 频率 。 坐 标 轴 的 设置 限制 了 DTMF 的 频率 范围 。 这 里 有 7 个 峰值 , 对 应 7 个 
基本 频率 。 整 个 信号 的 离散 傅 里 叶 变 换 显 示 了 在 信和 号 的 某 处 出 现 所 有 的 7 个 频率 , 但 是 , 这 
并 不 能 帮助 确定 各 个 数字 。 

我 们 将 信号 分 成 11 个 相等 的 段 , 通过 程序 touchtone 分 别 分 析 各 个 段 。 图 8-$ 显示 了 第 
一 个 段 。 

在 这 个 段 中 ,只 有 两 个 峰值 ,显示 了 该 信号 的 这 部 分 ,只 有 两 个 基本 的 频率 。 这 两 个 频 
率 来 自 按 钮 1 。 我 们 也 能 看 出 , 这 一 部 分 的 波形 和 按钮 1 产 生 的 波形 相似 。 因 此 我 们 可 以 
推断 :在 touchtone 中 按 下 的 数字 由 ”1 开始 。 请 做 习题 8.1， 继 续 分 析 并 确定 完整 的 电话 
号 码 。 
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1400 ”1600 


图 8-5 傅 里 叶 变 换 中 的 第 一 段 


50 ”800 1000 1200 


8.2 离散 傅 里 叶 变换 


一 个 有 ”分量 的 复 向 量 y 通过 有 限 , 或 者 离散 , 传 里 叶 变 换 ,， 得 到 另外 一 个 复 向 量 了 ， 
有 久 个 分 量 : 


其 中 ,w 是 一 个 单位 工 的 ”次 单位 根 ; 
人 一 ee 
在 这 一 章 中 , 数学 符号 遵循 信号 处 理 文献 中 的 一 般 惯 例 。; =  - I 是 单位 复数 ，) 和 
是 索引 , 从 0 到 -lo。 
健 里 叶 变 换 可 以 表示 为 卸 阵 向 量 乘 : 


一 2ri /有 


YY 了 = 了 Fy 
其 中 傅 里 叶 扼 阵 下 各 元 素 为 ， 
及, = ao 闪 
到 和 自身 的 送 相似 。 更 精确 的 说 ，FE ，KF 的 复 共 柏 转 置 ， 满足 
FF= 7 
因此 
F-L= 工 FH 
这 人 允许 我 们 做 傅 里 叶 变换 的 逆 变 换 ， 
y= 二 FEY 


因此 : 
J 节 一 工 六 Ye 


1 A=0 
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其 中 是 wow 的 复 共 板 。 
oo 二 e2m 人 人 
我 们 应 该 指出 ,这 并 不 是 日 常用 到 的 离散 傅 里 叶 变换 的 唯一 符号 。 在 第 一 个 方程 之 后 ， [50 
wo 定义 中 的 负 号 有 时 会 出 现 , 代替 反 变 换 中 使 用 的 w 的 定义 。 逆 变换 中 缩放 因子 1/z 有 时 | 
候 被 同时 在 交换 与 道 变换 中 乘 以 1W ”取代 。 
在 MATLAB 中 , 传 里 叶 和 矩阵 下 , 可 以 由 以 下 命令 产生 : 


Comega = exp(-2*pixiAn):; 


] = 0:n-1' 
K = 了 可/ 
RE = comega. ”~ (Kx*J) 


kx jj 是 一 个 外 积 , 一 个 2xz 的 符 阵 ,， 它 的 元 素 是 这 两 个 向 量 的 各 分 量 外 积 。 但 是 , 内 部 函 
数 fft 实现 的 是 这 个 矩阵 每 一 列 的 离散 传 里 叶 变换 , 因此 , 一 个 更 容易 , 更 快 的 方法 产生 下 是 : 
R = fft(eye (mn) ) 


8.3 fftgui 


fft 的 图 形 用 户 接口 (GUIT) 可 以 帮助 你 研究 离散 传 里 叶 变换 的 性 质 。 如 果 Y 是 一 个 包含 
几 十 个 分 量 的 向 量 , 输入 命令 


fftgui (y) 

生成 四 个 图 

zeal(Yy) imag (Y) 

zeal (ftt(y) ) imag(Eft (y) ) 


你 可 以 用 鼠标 来 移动 这 些 图 中 的 任意 一 点 , 其 他 图 中 的 点 会 产生 一 些 变化 。 

运行 fftgui 并 试 着 做 下 面 的 例子 。 每 个 例子 说 明 某 种 传 里 叶 变 换 的 性 质 。 如 果 你 运行 
时 没有 代 和 参数， 

fftgui 


所 有 的 4 个 图 都 被 初始 化 为 由 zeros(1,32) 产 生 的 。 用 鼠标 左 键 点 击 上 排 左 图 的 左上 角 , 此 
时 ,你 正在 记录 第 零 个 单位 向 量 , 其 第 一 个 分 量 为 1， 其 余 分 量 为 零 , 得 到 图 8-6。 

结果 的 实 部 是 一 个 常量 而 虚 部 是 零 。 你 可 以 从 下 面 的 定义 中 看 出 

Y, = 吕 ，er2arn， = 0, ,71 
5=0 
如 果 y=1 并 且 yi=…= 和 -1=0。 结 果 为 
到 =1e0+0+…+0=1forall 

再 次 点 击 yo, 让 鼠标 竖 直 下 移 。 常 量 的 振幅 会 相应 变化 。 

接着 ， 试 第 二 个 单位 向 量 。 使 用 记 标 设置 使 y =0，yi = 1。 于 是 得 到 图 8-7。 此 时 ,你 
看 到 下 面 的 函数 图 形 

Y =0+1.e-2amm+0+…+0 242 
2 次 单位 根 可 以 写 为 : 


=cosG 一 isin88，where G=2rm 


因此 , 对 于 &=0,… ,2 一 1 








243 
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Yeal{ imag (y 


-和 户 


real (fft(y)) imag{fEEft(y) ) 





图 8-6 向 量 第 一 个 分 量 是 常数 的 傅 里 叶 变 换 


Teal ty) mag (Y 


- 请 


real (fftt(y)) imag(Eft(y)) 





图 8-7 向 量 第 二 个 分 量 是 常数 的 傅 里 叶 变换 是 完美 的 正弦 波 


real( yx ) = cos&G ，imag( 了 克 ) = 一 SinRG 
我 们 在 区 间 0 委 z 委 2x 的 ”等 分 点 取样 两 个 三 角 函 数 。 第 一 个 采样 点 为 zx=0, 最 后 一 个 采 
样 点 为 工 =2r- 6。 
现在 设置 > =1, 用 鼠标 改变 y。 图 8-8 是 一 个 快照 。 我 们 得 到 图 
cos2RG + 7cos4AG and 一 sin2A6 - 7sin4A 
变量 值 7= yw4。 
2Z 轴 正 中 点 右边 的 一 个 点 是 特别 重要 的 点 。 称 为 泰 对 斯 特点 。 对 于 偶数 ”， 给 这 些 点 编 


号 从 0 到 二 一 1, 该 点 的 索引 为 。 如 果 = 32, 该 点 索引 为 15。 图 8-9 显示 了 向 量 在 率 硅 斯 
特点 分 量 为 1 的 传 里 叶 变换 , 是 一 个 +1"s 和 -1"s 的 交 某 变化 序列 。 

现在 来 看 傅 里 叶 变换 的 对 称 性 。 在 real(Y) 画 出 的 图 上 随机 点 击 几 下 。 使 得 imag(y) 为 
零 。 图 8-10 显示 了 一 个 例子 。 仔 细 看 这 两 幅 图 。 忽 略 每 个 图 的 第 一 个 点 , 实 部 关于 奈奈 斯 


特点 对 称 。 而 虚 部 关于 秦 奎 斯 特点 反对 称 的 。 更 精确 的 说 , 如果 YY 是 任意 长 度 为 n 的 向 量 ， 
= fft(y), 那么 : 


伟 里 叶 分 新 
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real( Y0) = > 区 
imag(Yo)= 0， 
reai( 了 ) = real(Yy。， 站 ,= 1 …，72 [2 


imag(Y 站 = 一 imag(Y， ,= 1，…，m [2 
zeal (Yy) imag (y) 


Yeal (fftt(y) ) imag(Eft(y) ) 





图 8-8 ”离散 傅 里 叶 变 换 是 两 个 正弦 曲线 的 和 


real (y) imag (y) 


上 
上 


eal (ftft(y)) mag (fft(y) ) 


Leal{(y) - 


zeal (fftt(y) ) imag(fft(y)) 








图 8-10 关于 奈奈 斯 特点 的 对 称 性 
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8.4 太阳 黑子 


几 百 年 以 来 , 人 们 已 经 注意 到 太阳 表面 是 不 稳定 或 不 均匀 的 ,并 且 周 期 性 的 ， 随 机 的 在 
一 些 地 方 呈现 深 色 的 区 域 。 该 活动 与 天 气 以 及 其 他 重要 的 经 济 现象 有 关 。 在 1848 年 ,Rudolf 
Wolfer 提出 一 个 准则 , 将 太阳 黑子 的 数目 和 大 小 作 了 一 个 索引 。 用 相关 的 记录 , 天 文学 家 应 
用 Wolfer 的 准则 , 确定 太阳 黑子 的 活动 , 追溯 到 1700 年 。 现 在 , 很 多 天 文学 家 都 测量 了 太阳 
黑子 索引 ， 比 利 时 皇家 天 文 台 太阳 影响 数据 中 心 对 世界 范围 内 的 数据 做 了 整理 [91 。 

MATLAB 中 demos 目录 下 的 文本 文件 sunspot.dat 有 两 列 数 字 。 第 一 列 从 1700 到 1987 
年 ,第 二 列 是 每 年 Wolfer 太阳 黑子 数目 的 平均 值 。 


， 1oad sunespot .Qat 
245 tt = Sunspot (:，1) ; 
wolfer = sunspot (:，2) 7":; 
nmn = length(wolfer); 


这 个 数据 有 稍微 向 上 的 趋势 。 最 小 二 次 根 给 出 了 这 个 趋势 直线 。 


C = Polyfit (twolLfer,1) ; 

trenad = Polyval(c, 七 ) ; 

plot (七 ， [wolfer; trend] ,'-， ,twoliter， KK. ) 
Xlabel('year') 

ylLabel ('Wolfer inQex') 

titlel('Sunspot index with Jinear trenQ' ) 


你 可 以 清楚 的 看 到 这 个 现象 的 周期 (特征 图 8-11) 。 峰 值 和 峰 谷 差不多 有 10 年 的 间隔 。 


woller 的 索引 





0 
1700 1750 1800 1850 1900 1950 
时 间 / 年 


图 8-11 太阳 黑子 索引 
现在 减 去 线性 趋势 ,然后 进行 离散 傅 里 时 变换 。 


= wolfer - trenqQ'; 
Y = fftt(y):; 
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向 量 |y|“ 是 信号 的 知 。 寡 与 频率 的 关系 曲线 图 是 个 周期 图 (图 8.12)。 我 们 更 关心 图 |Y| , 而 
不 是 |y| ,因为 它 的 缩放 因子 相对 小 。 这 些 数据 的 取样 频率 是 一 年 , 所 以 频率 上 的 单位 是 次 /年 。 

FS = 1; 二 Sample Tate 

ftf = (0:n/2)*xRFS/n; 

pow = abs(Y(1I:n/2+I) ) ; 

Pmax = 5000 

DPlot( [Et f]，L0*rpow; pow],'c-'"，ft,pow,，b.'， 

' 工 inewidth' ,2，'rmarkersSize' ,16) 

axis([0 .5 0 Pmax]) 

XlLabel('Ccycles/year' ) 

ylLabel(' Power ') 

title(“Perioaqaogram' ) 





01 015 02 025 03 035 04 045 05 
频率 ( 次 /年 ) 


图 8-12 太阳 景 子 索引 周期 图 


峰值 出 现在 频率 =0.09 次 /年 附近 。 你 可 能 想 知 道 相应 的 周期 ， 其 单位 为 年 人 钦 。 让 我 
们 放大 这 个 图 ，z 轴 为 频率 的 倒数 。 

0:44; 

三 kmn; 

Pow = Pow (kt+1) ; 

DPlot([E; f]，[0*powy Pow],'c-' ,ft, Pow,'b.'， 

1inewiath' ,2，'markerSsize'“ ,16) 

axis([0 max(ft) 0 Pmax]) 

K = 2:3:41; 

上 = K/mn; 

Petriod = 1./FE; 

Periods = SPrintf (45.1fE| ,Period) :; 

Set (SCca，'XLick' ,fy) 

Set (gca,'Xxticklabel' ,Periods) 

XlLabel ('yeatS/cycle' ) 

Y1l1abel (' Power ' ) 

title(' Periodqogram aqaetail') 
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TD 
必 
v 心 


期 稍 大 于 11 年 。 
5000 
4500 
4000 
35S00 
3000 
2500 
2000 
1S00 
1000 


S00 


正如 所 料 , 周期 差不多 为 11.1 年 (图 8-13)。 这 说 明 , 在 过 去 的 300 年 里 , 太阳 黑子 的 周 


144.0 57.6 36.0 26.2 206 16.9 144 125 1].1 99 90 82 76 7.0 


周期 (年 /次 ) 


图 8-13 周期 图 显示 为 11 年 /次 


这 部 分 的 代码 收藏 在 NCM sunspotstx.m 文件 。toolbox/MRTLAB/demos/sunspots.m 为 
较 旧 的 版 本 , 使 用 了 稍微 不 同 的 标记 。 


8.5 周期 时 间 序 列 


由 按键 式 电话 电话 产生 的 音调 和 Wolfer 的 太阳 黑子 索引 是 两 个 周期 时 间 序 列 的 例子 。 
时 间 函 数 显 示 周 期 特性 , 至少 相 似 。 傅 里 叶 分 析 使 我 们 能 够 后 计数 值 离散 集 的 周期 ， 该 离散 
集 以 固定 频率 采集 数据 。 下 表 显 示 了 在 这 个 分 析 里 用 到 的 各 量 之 间 的 关系 。 


一 上 
全 
吕 
加 
人 
口 
ie 


Y = fft(y) 

abs (Y) 

abs (Y) . “2 

Ef = (0:n-1)*(PFSAn) 
(n/2)*(EFs/n) = ES/2 
DP = 11./E 


数据 
采样 点 /单位 时 间 
采样 点 数目 
总 时 间 

时 间 增 量 


有 限 傅 里 叶 转 换 
FFT 值 振幅 

等 

频率 、 周 期 /单位 时 间 
奈 厂 斯 特 频率 

周期 ， 单 位 时 间 / 周 其 


周期 图 是 FFT 的 振幅 abs(Y) 或 寡 abs(Y)，”2 与 频率 上 的 关系 曲线 图 。 只 需 画 出 一 半 ， 
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因为 另 一 半 图 是 前 半 图 关于 奈 硅 斯 特 频率 的 映 象 。 
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8.6 快速 离散 傅 里 叶 变 换 


百 万 个 点 的 一 维 FFET 和 1000X1000 的 二 维 傅 里 叶 变换 是 十 分 常见 的 。 现 代 信号 和 图 像 
处 理 的 关键 是 如 何 加 速 这 个 计算 。 
直接 利用 定义 


基 一 | 
号 吕 01 
7=0 


对 于 了 的” 个 分 量 , 每 个 分 量 都 需要 ” 个 乘法 和 = 个 加 法 ,因此 总 共 需 要 2 次 浮 点 
运算 。 这 不 包括 w 的 寡 运 算 。 一 人 台 每 微 秒 能 做 一 次 乘法 和 加 法 的 计算 机 , 做 百 万 个 点 的 傅 里 
叶 变 换 , 需要 百 万 秒 , 即 大 约 11.5 天 。 

一 些 人 独立 的 提出 了 快速 傅 里 叶 变 换算 法 ,后 来 很 多 人 也 为 其 做 出 了 贡献 , 但 是 1965 
年 ,普林斯顿 大 学 的 John Tukey 和 IBM 研究 中 心 的 John Cooley 将 其 写成 论文 ,一般 被 认为 
是 现代 傅 里 叶 变换 应 用 的 开端 。 

现代 快速 傅 里 叶 变换 算法 的 计算 复杂 度 是 O(zlogzz ) 而 不 是 O(z2)。 如 果 ) 是 2 的 寡 ， 
一 个 长 度 为 ”的 一 维 傅 里 叶 变 换 需 要 少 于 3nlogz 浮 点 运算 。 对 于 = 22,， 比 22 几乎 快 
35000 倍 。 即 使 = 1024= 2 , 也 能 快 约 70 倍 。 

MATLAB.6.5 在 Pentium700 MHz 手提 电脑 下 运行 , 如 果 x 的 长 度 为 2 =1048576, 其 
快速 傅 里 叶 变 换 需 要 大 约 1 秒 。 内 带 的 函数 fftt 基于 ETW, 是 由 M.I.T 的 Matteo Frigo 和 
Steven G.Johnson 开发 的 “The Fastest Fourier Tyarsjorra zi 纺 e West”[2]。 

快速 傅 里 叶 变换 算法 的 关键 是 , 单位 1 的 22” 次 单位 根 的 平方 等 于 单位 1 的? 次 单位 根 ， 
用 复数 表示 : 


二 e-2mi《[m 


我 们 有 
a 思 二 un 
快速 算法 的 推导 始 于 离散 传 里 叶 变 换 的 定义 ; 


了 0 … 7 一 上 
设想 ， 是 偶数 ， 而 且 Ra/2-1。 将 其 近 下 标的 奇 个 性 分 开 求 和 。 


区 = 之 十 2 一 2 十 2 wyaj+l 


方程 右边 的 两 个 和 是 长 度 为 ,7 的 FEFT 的 分 量 ， 分 别 为 ， 2 的 奇 偶 下 标 。 为 了 得 到 长 
度 为 ”的 整个 傅 里 时 变换 , 我 们 需要 做 两 次 长 度 为 ”7]2 的 傅 里 叶 变换 , 将 其 中 一 个 结果 乘 上 
w 的 寡 , 再 将 两 部 分 结果 相 加 ,得 到 最 终结 果 。 

长 度 为 和 长 度 为 z]2 的 傅 里 叶 变换 之 间 的 关系 , 可 以 由 MATLAB 简洁 的 表达 。 如 果 
n = length(y) 是 一 个 偶数 : 

Omega = exp(-2xPpix*i/Dn) : 

上 (0:n/A2-1) 
omega .”K; 
tftty(1:2:n-1)) 
w.xttL(ty(2:2:Dn)):; 


本 
六 
V 
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然后 
fftt(y) = [u+rv; uU-v] :; 


现在 , 如果 ”不 仅 是 偶数 ,而且 是 2 的 寡 , 这 个 过 程 可 以 重复 。 一 个 长 度 为 ”的 快速 傅 
里 时 变换 可 以 表示 为 2 个 长 度 为 x[2 的 快速 傅 里 叶 变换 ，4 个 长 度 为 2 [4 的 快速 傅 里 叶 变 
换 , 接着 8 个 长 度 为 z/8 的 快速 傅 里 叶 变换 ,然后 类 推 直 至 变换 为 ” 个 长 度 为 1 的 傅 里 叶 变 
换 。 长 度 为 1 的 傅 里 叶 变 换 就 是 它 本 身 。 如 果 ?= 22， 这 个 递归 步 数 为 p 步 。 每 一 步 时 间 复 
杂 度 为 DO(2)， 所 以 总 的 时 间 复 杂 度 为 

O(ap)=O(Cna logz7n ) 

如 果 #” 不 是 2 的 寡 , 仍然 可 以 将 长 度 为 ”的 傅 里 叶 变 换 表 示 为 几 个 长 度 短 一 些 的 傅 里 
叶 变 换 。 一 个 长 度 为 100 的 傅 里 叶 变 换 可 以 写成 两 个 长 度 为 30 的 傅 里 叶 变 换 ，4 个 长 度 为 
25 的 傅 里 叶 变换 。 一 个 长 度 为 25 的 传 里 叶 变 换 可 以 表示 为 5 个 长 度 为 5 的 传 里 叶 变换 。 如 
果 ”不 是 一 个 素数 , 长 度 为 ”的 传 里 叶 变换 ,可 以 表示 为 若干 个 其 长 度 能 被 ”整除 的 傅 里 
叶 变 换 。 即 使 ” 是 一 个 素数 , 傅 里 叶 变换 也 可 以 内 人 到 另 一 个 其 长 度 可 以 被 因 式 分 解 的 傅 里 
叶 变 换 中 。 在 这 里 , 我 们 不 详细 介绍 这 些 算 法 。 

MATLAB 早 一 些 的 版 本 中 , 其 长 度 为 小 的 素数 的 乘积 时 ，fft 函数 直接 用 的 是 快速 算 
法 。 从 MATLAB6 开始 , ftt 天 数 即使 长 度 为 素数 ,也 使 用 快速 算法 。 


8.7 Ettx 


我 们 课本 里 的 函数 ffttx 将 本 章 的 两 个 基本 概念 进行 了 合并 。 如 果 是 2 的 寡 , 使 用 
O(nlogzn ) 快速 算法 。 如 果 = 包含 奇数 因子 ， 使 用 快速 冲 站 直至 达到 一 人 有数 和 度 ， 然后 建 
立 离散 傅 里 时 抢 阵 并 使 用 矩阵 向 量 乘 。 


function YY = 于 fttxX(X) 

s$PRFTTX Textbook Fast Finite Fouzier Tzansftcrzm. 

和 FFTTX (X) computes the same finite Fouriet transftorm 

as FEFT(X) . _ The code uses a tecutsive Qivide anaQ 
conduer algorithm for even crder andq matriX-Vector 
multiplication tor odd order. If 1ength (X) Is mxP 
where m is odqdq and P is a Power of 2，the computational 
complexity of this approach is O(m2)*o(Px1l1og2 (P) ) . 


Xe oo op 


(:) 7 

Da = 1LIength(x) ; 
omega = exp(-2x*pixi/m) ; 

ziE rem(ny, 2) == 0 

多 Recursive qivide and conguezt 

(0:n/2-1) 
omega .“ kk 
Efttx(x(1:2:n-1)) ; 
WwW.*ftfttx(x(2:2:n))， 

[u+Vv; uU-V] :; 


elS 
The Fourier matII 
0:m-T: 

]“ 

omega .” (kx*3j) 
下 *X; 


必 四 轴 Doka3sFpF 三 


enQ 
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8.8 傅 里 叶 和 矩阵 
下 面 的 MATLAB 语句 可 生成 xm 和 抢 阵 。 


了 = fftt(eye(n,Dna)) 


是 一 个 复数 矩阵 ， 其 元 素 为 单位 1 的 2” 次 方 根 。 
刀 三 e 一 2min 
语句 
plot (fft (eye(n,mn) ) 


连接 正和 矩阵 的 每 一 列 元 素 , 产生 一 个 ”个 点 的 子 图 。 如 果 ”是 素数 ,， 则 连接 所 有 列 的 
元 素 , 会 生成 关于 2” 个 点 的 完全 图 。 如 果 ” 不 是 素数 , 这 个 图 的 稀 朴 性 与 快速 傅 里 叶 变 换 有 
关 。 图 8-14 显示 了 ”=8,9,10 和 11 的 图 。 因 为 上 =11 是 素数 ,相应 的 图 连接 了 所 有 点 。 
但 是 其 他 3 个 值 不 是 素数 。 图 中 的 一 些 连接 被 省 略 了 , 这 说 明 具 有 多 个 点 的 向 量 的 离散 傅 里 
叶 变 换 是 可 以 使 用 快速 算法 的 。 












宇 
UDP 





2 

oo 

蝎 公 
生生 记 
PS 
电 本 VA 
CE 
SAU7 

一 


咕 

昌 

克 

所 

Nd WA 才 
0 SS 
全 

公 。 

ES 








ES SA 
5 
2 


SN 





图 8-14 ” 伟 里 叶 和 矩阵 图 
程序 fftmatrix 可 以 用 来 研究 这 些 图 。 
于 ftrmatrix (DTmy) 
画 出 ” 阶 傅 里 叶 和 矩阵 E 的 所 有 列 的 图 
ffEtmatrix(ny 林 ) 
仅 画 出 第 j + 第 一 列 
于 于 七 ma 七 工 工 X 


默认 值 为 fftmatrix(10,4)。 在 所 有 情况 下 , 按键 允许 改变 n 和 j 的 值 , 一 列 至 所 有 列 
之 间 都 可 以 被 改变 。 
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8.9 其 他 傅 里 叶 变换 和 级 数 


我 们 已 经 学 习 了 离散 傅 里 叶 变 换 , 将 有 限 系 数 的 序列 变换 为 另外 一 个 相同 长 度 的 序列 。 
变换 为 


姑 一 1 
有 = Ze2r =0 -1 
j0 
逆 变 换 为 
天 一 于 
J 一 了 >， ee j 一 0，…， 刀 一 工 
天 二 0 


傅 里 叶 积分 变换 将 一 个 复数 函数 变换 为 另 一 个 复数 机 数 ,变换 为 
F(U) = | Fo)e2wedt 
道 变换 为 
0D) = FOODenedn 


变量 上 和 的 定义 域 为 整个 实数 轴 。 如 果 z 的 单位 为 秒 , 那么 w 的 单位 为 弧度 /每 秒 。7 
(ti 和 下 (ww) 函 数 均 为 复数 值 , 不 过 在 很 多 应 用 中 ， 帮 z) 的 虚数 部 分 为 0。 

还 可 以 使 用 v = 2xw ,其 单位 为 周期 或 者 转速 /每 秒 。 随 着 变量 的 改变 ,指数 中 没有 2x 
这 个 因子 , 但 是 在 积分 式 前 有 因子 1/V 2x, 或 者 在 送 变 换 中 ,积分 式 前 乘 以 因子 1/(2r)。 

Maple 和 MATLAB 符号 工具 箱 中 , 使 用 这 种 替代 的 符号 , 在 逆 变 换 中 乘 以 1/(2r)。 

傅 里 叶 级 数 是 将 一 个 周期 函数 变换 为 一 个 无 限 的 传 里 时 系数 序列 。 令 周期 函数 为 FCt)， 
工 为 其 周期 , 因此 

Fi+EL)= 大 Ci)for allz 
傅 里 叶 系数 由 下 面 周期 内 的 积分 给 出 
1 fL2 四 
cj 二 划 jos 2xdt 7 = 一 1 0, 1，… 
由 这 些 系数 , 傅 里 叶 级 数 的 复数 形式 为 


一 个 离散 时 间 傅 里 叶 变换 可 将 一 个 无 限 数据 值 序列 变换 为 周期 函数 。 令 zx 为 这 个 序列 ， 
& 为 索引 ,包括 所 有 正 负 整 数 。 


离散 时 间 伟 里 叶 变 换 是 一 个 复 值 的 周期 函数 
X(ez) = net 
这 个 序列 可 以 表示 为 
= 到 Xe)ewdw， 有 = 110, 1 … 


和 J - 

傅 里 叶 积分 变换 只 涉及 到 积分 。 离 散 传 里 叶 变换 只 涉及 到 有 限 系 数 的 和 。 健 里 时 级 数 和 
离散 时 间 传 里 叶 变换 涉及 积分 和 级 数 。 通 过 取 极 限 或 有 限 域 , 有 可 能 从 “形态 "上 将 传 里 叶 变 
换 转 换 为 其 他 变换 。 

从 傅 里 叶 级 数 开始 。 令 工 , 周期 长 度 ,， 变 得 无 穷 大 , 令 系 数 索 引 除 以 周期 7/ 工 ,， 变 成 连 
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续 变 量 w。 那 么 傅 里 时 系数 c; 变 成 人 博 里 叶 变换 F(Ap)。 

再 次 从 傅 里 叶 级 数 开始 。 交 换 周 期 函数 和 无 穷 系数 序列 , 得 到 离散 时 间 傅 里 时 变换 。 

又 一 次 从 傅 里 叶 级 数 开 始 。 限 定 上 为 一 个 有 限 的 积分 值 , &, 限定 7 为 相同 的 有 限 值 。 
那么 , 傅 里 叶 系 数 变 为 离散 传 里 叶 变换 。 

在 傅 里 叶 积 分 变换 中 ，Parseval 定理 显示 : 


人 oOpd = 站 Foopan 
这 个 量 被 称 为 信号 的 总 能 量 。 
8.10 更 多 阅读 资料 
Van Loan[61] 描 述 了 快速 变换 的 计算 框架 。FFTW 网 站 的 连接 提供 了 有 用 的 信息 。 
习题 


8.1 用 touchtone.mat 记录 的 电话 号 码 是 什么 , 用 touchone.m 分 析 。 

8.2 更 改 touchone.m, 使 得 它 可 以 由 输入 参数 确定 拨号 ， 如 touchone( 1-800-555-1212 ) 。 

8.3 我 们 的 teuchone.m 版 本 将 记录 分 为 等 间隔 毁 的 固定 数字 ,每 个 固定 数字 都 对 应 一 个 信 
号 数字 。 修 改 touchone 使 得 它 可 以 自动 确定 数字 和 能 区 分 间隔 段 的 不 同 长 度 。 

8.4 研究 MATLAB 中 audiorecorder andaudioplayer 函数 或 者 其 他 系统 的 数字 记录 。 做 
一 个 电话 号 码 记录 并 用 你 修改 后 的 touchone.m 版 本 对 其 进行 分 析 。 

8.5 回忆 传 里 叶 和 抢 阵 已 是 一 个 xz2 的 复 拖 阵 ， 其 元 素 为 


拓 =o 天 
其 中 
外 一 ee 一 2mz《 
证 明 广 太 是 一 元 函数 。 换 名 话说, 证 明 是 了 的 复 共 地 徐 阵 ,满足 
队 
FEHF= 7 


这 个 矩阵 符号 并 不 经 常 使 用 ,因为 下 标 ) 和 & 在 0 到 盖 -1 之 间 , 而 不 是 从 1 到 mx。 

8.6 当 n 和 了 j 满 足 什 么 关系 时 , 会 使 得 fftmatrix(n,j) 生 成 5 角 星 ? 当 n 和 ] 满足 什么 关 
系 时 , 会 生成 正 5 边 形 ? 

8.7 玉 Nino 气候 现象 & Nino 来 自 于 南 太平 洋 的 气压 变化 的 结果 。 “南部 振动 索引 ”是 同一 
时 刻 在 海平 面 测量 的 复活 节 岛 和 澳大利亚 达尔 文 市 一 一 之 闻 的 气压 差 。 文 本 文件 el- 
nino,dat 包含 了 1962 至 1975 年 这 14 年 间 每 月 测量 的 索引 值 。 

你 的 作业 是 , 对 el Ninoe 数据 的 一 个 类 似 太 阳 黑 子 例 子 的 分 析 。 时 间 单 位 为 月 而 不 

是 年 。 你 应 该 找到 这 12 个 月 中 主要 的 周期 ,次 要 的 不 太 明显 的 长 一 点 的 周期 。 次 要 周 
期 出 现在 3 个 傅 里 叶 系 数 里 , 因此 , 很 难 测量 它 的 长 度 , 不 过 看 你 能 否 作 个 估计 。 

8.8 火车 汽笛 声 。MATLAB demos 目录 下 有 几 种 声音 例子 。 其 中 一 个 是 火车 汽笛 声 。 输 人 


1oad 七 zaiana 


给 你 一 个 长 向 量 Y 和 一 个 标量 Fs, 其 值 为 每 秒 的 取样 数目 。 时 间 增 量 是 1/Fs 秒 。 
如 果 你 的 电脑 有 声卡 ,输入 语句 
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8.9 


SounaQ (y,，PFS) 


播放 这 个 信和 叶 , 但 是 对 于 这 个 问题 ,你 不 需要 那样 的 。 

这 个 数据 没有 明显 的 线性 趋势 。 有 两 个 汽笛 声 脉 冲 , 不 过 这 两 个 脉冲 的 谐 函 数 是 相同 

的 。 

《a) 画 出 数据 图 , 时 间 为 独立 变量 , 单位 为 秒 。 

(b) 生成 一 个 周期 图 , 频率 作为 独立 变量 , 单位 为 周期 / 秒 。 

(c) 找 出 周期 图 中 六 个 峰值 的 频率 。 你 应 该 找到 这 六 个 比值 之 间 的 比值 接近 小 整数 之 
间 的 比值 。 例 如 , 其 中 一 个 频率 为 另 一 个 的 5/3 倍 。 为 其 他 频率 整数 倍 的 频率 称 为 
谐 波 。 这 些 峰 值 中 有 多 少 是 基本 频率 , 其 中 有 多 少 是 谐 波 ? 

鸟 嘲 吐 声 。 分 析 MATLAB demos 目录 下 的 chirp 声 采 样 。 忽 略 结束 时 的 小 段 部 分 , 可 

以 将 信号 分 为 8 个 相等 长 度 的 段 ， 每 段 包含 一 个 吐 吐 声 。 画 出 每 段 傅 里 叶 变换 的 大 小 。 

用 subplot(4,2,k)k=1:8, 所 有 的 子 图 的 坐标 缩放 比例 相同 。 频 率 从 400 赫兹 到 800 

赫兹 之 间 比 较 合适 。 你 应 该 注意 到 , 其 中 一 两 个 吐 吐 声 有 不 同 的 子 图 。 如 果 你 认真 听 ， 

你 可 以 听 到 不 同 的 声音 。 





第 9 章 随 机 数 


本 章 摘 述 均匀 和 正 态 分 布 的 伪 随 机 数 的 产生 算法 。 
9.1 伪 随 机 数 

这 里 有 一 个 有 趣 的 数 

0.95012928514718 


这 是 MATLAB 随机 数 生成 器 在 默认 设置 时 产生 的 第 一 个 数 。 启 动 MATLAB 程序 , 先 
设置 长 字 节 显示 格式 (format long)， 然 后 输入 rand 命令 ,就 可 以 得 到 这 个 数 。 

如 果 全 世界 所 有 的 MATLAB 使 用 者 , 在 不 同 的 电脑 上 , 按 上 面 的 操作 都 得 到 同样 的 数 
值 , 我 们 能 称 其 为 真正 的 随机 数 吗 ? 不 能 。 电 脑 (理论 上 讲 ) 是 确定 性 的 机 器 ,因此 不 能 显示 
出 随机 行为 。 如 果 电 脑 不 能 访问 外 部 设备 ， 比 如 一 个 > 射线 计数 器 或 者 时 钟 ,那么 它 就 真 的 
只 能 生成 伪 随 机 数 。1951 年 加 州 大 学 Berkeley 分 校 教授 D. H. Lebmer,， 一 个 计算 、 特 别 是 
计算 数字 理论 的 先驱 者 , 给 出 了 我 们 喜欢 的 定义 ， 

随机 序列 是 一 个 模糊 的 说 法 ……， 其 中 , 每 一 项 对 于 外 行者 都 是 不 可 预测 的 ， 它 
的 数字 通过 了 一 定数 量 的 统计 学 家 的 传统 测试 …… 


9.2 均匀 分 布 


Lebmer 也 提出 了 相 乘 取 模 算法 ， 它 是 现在 很 多 随机 数 生 成 器 的 基础 。Lebmer 的 生成 器 

有 3 个 整数 参数 ，e 、c 和 和 ,以 及 一 个 称 为 种 子 的 初始 值 zo。 一 个 整数 序列 可 以 定义 为 : 
ZE+1I= CQ 二 cmod7z 

其 中 操作 "mod z ”的 意思 是 ,， 除 以 mm 后 取 余 数 。 例 如 , 当 a=13、c=0、 和 =31、zo=1, 生 
成 的 序列 由 下 面 的 数字 开始 

1,13，14,，27，10,， 6,，16, 2， 7, 29，S,3，… 
那么 再 下 一 个 值 是 多 少 呢 ? 它 看 起 来 是 不 可 预料 的 , 但 是 你 早已 是 内 行 ,所 以 你 可 以 计算 
(13.3) mod 31,， 结 果 为 8。 这 个 序列 的 前 30 项 是 整数 1 到 30 的 一 个 排列 , 然后 这 个 序列 重 
复 自身 。 它 的 周期 等 于 和 一 1。 

如 果 一 个 伪 随 机 整数 序列 的 值 在 0 至 z2 之 间 , 那么 对 它们 除 以 和 后 的 结果 是 在 区 间 
10,， 1 上 均匀 分 布 的 浮 点 数 。 一 个 简单 的 例子 以 下 面 这 些 数 开始 ， 

0.0323,， 0.4194, 0.4S$16,，0.8710,， 0.3226,， 0.193S,，0.S161，… 

这 样 的 例子 中 只 出 现 有 限 数目 的 一 些 值 , 本 例子 中 是 30 个 , 最 小 的 值 为 1/31, 最 大 的 为 
30/31。 而 在 整个 长 长 的 序列 中 , 每 个 值 出 现 的 可 能 性 是 相同 的 。 

在 二 十 世纪 六 十 年 代 的 IBM 大 型 计算 机 科学 计算 子 程序 包 (Scientific Subroutine Pack- 
age) 中 ， 有 一 个 叫做 RND 或 者 RRNDU 的 随机 数 生成 器 。 它 是 一 个 乘法 同 余 序 列 ， 其 中 参数 为 
a=65539, c=0, 风 =2。 在 32 位 字 长 的 电脑 中 , 对 232 取 模 的 运算 是 很 快 的 。 而 且 ， 因 为 
4a=26+3, 乘 以 a 可 以 通过 一 次 移 位 和 加 法 运算 实现 。 对 于 那个 时 代 的 计算 机 , 这 些 考虑 非常 
重要 , 但 是 它 使 得 生成 的 结果 序列 性 质 非 常 不 好 。 下 面 公式 中 的 相等 关系 均 指 2341 取 模 之 后 。 


> 
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32 一 (280+3)zerl=(210+3)2z (232 二 6.216 二 9) 
=[6'(216+3) 一 9]zx 
因此 
ZE+2=6zkrl 一 9zeforal 

结果 , 由 RaRNDU 得 到 的 随机 整数 序列 中 , 连续 的 三 个 数 之 间 有 很 强 的 联系 。 

我 们 实现 了 这 个 有 缺陷 的 生成 器 , 放 在 M 文件 randssp 中 。 演 示 程 序 randgui 试图 在 立 
方 体 中 生成 随机 点 ,并 计算 其 中 落 入 内 切 球 中 的 数目 , 从 而 计算 r*。 若 这 些 M 文件 在 当前 路 
径 下 ,输入 命令 : 


tandgui randssp 


将 可 以 看 序列 中 三 个 连续 项 存在 相互 关系 带 来 的 后 果 。 结 果 的 形式 与 真正 随机 的 情况 大 相 径 
庭 , 但 是 它 仍然 可 以 通过 立方 体 和 球体 的 体积 比 来 计算 r。 

很 多 年 来 , MATLAB 均匀 随机 数 函 数 rand, 也 是 一 个 乘法 同 余生 成 器 , 其 采用 的 参数 为 

a = 三 =16807 
Cc=0 
mm 二 231 一 1=2147483647 

这 些 值 是 1988 年 Park 和 Miller 的 论文 [48] 中 所 推荐 的 。 

这 个 老 的 MATLAB 乘法 同 余 随机 数 生成 器 可 以 在 M 文件 randmcg 里 找到 。 输 入 命令 


randagqui zandqmcdg 


显示 生成 的 点 不 再 像 SSP 生成 器 得 到 的 那样 有 强 的 内 在 联系 , 它们 在 这 个 立方 体 中 形成 更 好 
的 “随机 云 "。 

像 简 单 的 随机 数 生成 器 一 样 ，randmcg 以 及 MATLAB 中 旧版 本 的 生成 器 rand 生成 的 都 
是 &vzr 形式 的 实数 , & =1,，…，, m-1。 最 小 和 最 大 的 值 分别 为 :0.00000000046566 和 
0.99999999953434。 在 第 -I 个 数 后 , 序列 重复 其 自身 , 其 数字 个 数 比 20 亿 多 一 点 。 一 些 
年 前 ,这 是 一 个 很 大 的 数目 。 但 是 今天 , 一 台 800 MHz 奔腾 处 理 器 的 便携 式 计算 机 就 可 以 在 
半 小 时 内 究 成 这 个 周期。 当然 , 用 做 20 亿 个 数 做 任何 有 意义 的 事 都 需要 更 多 的 时 间 , 但 是 我 
们 还 是 喜欢 随机 数 重复 自身 的 周期 能 更 长 。 

在 1995 年 , MATLAB 版 本 $ 使 用 了 完全 不 同 的 随机 数 生成 器 。 其 算法 基于 佛罗里达 州 
立 大 学 George Marsagli a 教授 的 工作 , 他 也 是 经 典 的 分 析 随 机 数 生 成 器 的 论文 “随机 数 主要 
落 在 平面 上 ”[38] 的 作者 。 

Marsaglia 的 生成 器 !40 没 有 使 用 Lehmer 的 同 余 算法 。 实 际 上 , 其 中 根本 没 用 乘法 和 除 
法 。 它 采用 特别 的 技术 直接 生成 浮 点 数 ， 而 不 是 整数 的 比值 。 新 的 生成 器 不 再 使 用 单个 的 
“种 子 ”， 而 要 用 到 长 度 为 35 个 字 的 存储 空间 , 或 者 称 之 为 状态 。 这 其 中 32 个 字形 成 一 个 存 
放 浮 点 数 x(= 在 0 到 1 之 间 ) 的 高 速 缓存 器 , 剩 下 的 3 个 字 包 括 值 在 0 到 31 之 间 的 整数 索引 
i、 一 个 随机 整数 ) ， 和 一 个 “ 借 位 标记“ 上。 在 初始 化 过 程 中 , 整个 状态 向 量 在 一 位 一 位 地 建 
立 起 来 。 不 同 的 7 对 应 不 同 的 初始 状态 。 

序列 中 第 ; 个 浮 点 数 的 产生 涉及 到 一 个 “ 借 位 减法 "的 步骤 ,其 中 在 高 速 缓存 器 中 的 一 个 
数 被 另外 两 个 数 的 差 所 替代 : 


2 二 2+20 一 2i+5 一 已 
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这 里 三 个 下 标 大、 i+20、i+5 应 解释 为 对 32 取 模 的 结果 (只 用 他 们 的 后 5 个 二 进 制 位 )。 
的 取 值 与 前 一 步 相 关 , 为 0 或 者 小 的 正 值 。 如 果 计 算出 的 * 是 正 值 , 下 一 步 将 8 设 为 0。 如 
果 z 为 负 值 , 在 保存 前 , 将 其 值 加 1.0 使 其 变 为 正 值 , 并 在 下 一 步 将 设 为 2- 呈 。2- 呈 是 
MATLAB 中 eps 值 的 一 半 ，, 称 为 一 个 wp(unit in the last place), 因为 它 是 仅 比 工 小 一 点 的 浮 
点 数值 变化 单位 。 

就 其 自身 来 说 , 这 个 生成 器 已 几乎 完全 令 人 满意 了 。Marsaglia 证 明了 生成 的 随机 数 序列 
有 一 个 很 大 的 周期 -一 -在 重复 自身 之 前 , 差不多 可 产生 出 2140 个 值 。 但 是 ,这 个 方法 还 有 一 
个 小 的 缺陷 , 就 是 所 有 的 数字 是 由 最 初 在 高 速 缓冲 存储 器 中 存储 的 浮 点 数 相 加 或 者 相 减 得 到 
的 , 因此 它们 都 是 2 -于 的 整数 倍 。 最 终 , 这 使 得 区 间 [0, 1] 中 的 很 多 浮 点 数 无 法 表示 出 来 。 

在 12 到 1 之 间 的 浮 点 数 等 距 分 布 , 它们 的 间距 是 一 个 ulp。 按 前 面 的 借 位 减法 生成 算 
法 可 以 完全 产生 出 它们 。 但 是 , 对 于 小 于 122 的 浮 点 数 , 他 们 的 距离 小 的 多 , 生成 器 就 会 漏 
掉 很 多 数值 。 在 1M4 和 1 之 间 上 面 的 算法 只 能 生成 大 约 一 半 的 数 , 在 1 到 1M4 之 间 则 只 
能 生成 出 1A4 的 可 能 数值 , 依 此 类 推 。 正 是 因为 存在 这 样 的 问题 , 在 状态 向 量 中 才 需 要 ) 这 
个 一 个 量 。 它 是 一 个 基于 位 远 辑 运算 的 独立 随机 数 生成 器 得 到 的 结果 。 按 前 面 算法 得 到 的 每 
个 浮 点 小 数 =; 都 需要 与 ) 进行 异 (XOR ) 运 算 后 ,才能 作为 最 终 的 结果 返回 。 这 样 就 可 以 改变 
原来 生成 的 小 于 1z2 的 数 间隔 均匀 的 状况 ,从 而 可 以 产生 出 2 3 到 1-2 -53 之 间 的 所 有 浮 点 
数 。 我 们 不 确定 是 否 所 有 的 数 都 能 由 此 产生 , 但 至 少 看 不 出 有 哪个 数 不 能 由 此 产生 。 

图 9-! 显示 了 这 个 新 的 生成 器 所 要 生成 的 浮 点 数 。 在 这 个 图 中 , 间距 为 2 而 不 是 2 。 
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图 91 浮 点 数 的 均匀 分 布 


这 副 图 也 描述 了 每 个 浮 点 数 出 现 的 相对 频率 , 其 中 包括 总 共 32 个 浮 点 数 。 其 中 8 个 在 
12 和 1 之 间 , 他 们 出 现 的 几率 相同 。8 个 数 在 1M4 和 1 之 间 ,， 因为 间距 仅 为 前 一 组 数 的 
12， 所 以 , 出现 的 几率 为 前 者 的 一 半 。 让 我 们 再 往 左 看 , 每 个 子 区 间 仅 为 它 右 边 子 区 间 长 度 
的 一 半 ， 但 其 中 所 需要 表示 的 随机 数 的 个 数 不 变 ,因此 相对 出 现 频率 减 小 一 半 。 想 象 一 个 类 
似 的 有 23? 个 子 区 间 、 每 个 子 区 间 有 2 个 数 的 图 ,你 就 能 明白 新 的 生成 器 所 做 的 工作 了 。 

采用 附加 的 位 拨 动 技术 , 新 的 随机 数 生成 器 的 周期 可 达到 2。 也许, 我 们 应 该 称 之 为 
克 里 斯 多 佛 - 哥伦布 (Christopher Clumbus) 生 成 器 。 无 论 如 何 , 它 运行 很 长 的 时 间 后 才 会 重 
复 其 自身 。 





220 梨 9 章 





9.3 正 态 分 布 


几乎 所 有 生成 正 态 分 布 随机 数 的 算法 ,都 基于 对 均匀 分 布 随机 数 的 转换 。 生 成 一 个 元 素 
是 近似 正 态 分 布 的 xz 矩阵 的 最 简单 办 法 是 输入 命令 


sum(rand(tm,nD,12)，3) - 6 


由 于 R= rand(m, n, p) 生 成 一 个 三 维 均匀 分 布 的 数组 , 而 sum(R, 3) 按 第 3 维 进 行 求 和 , 上 述 
命令 可 以 满足 需要 。 它 运行 的 结果 为 一 个 二 维 数组 ， 其 元 素 是 均值 为 上 2、 方 盖 为 pb/12 的 
一 个 分 布 , 当 户 增 大 时 趋向 于 正 态 分 布 。 如 果 我 们 取 z= 12, 我 们 可 以 得 到 对 正 态 分 布 较 好 
的 近似 ， 当 不 进行 另外 的 比例 缩放 时 其 标准 差 为 1。 但 这 个 方法 有 两 个 问题 ， 首先 它 需要 12 
个 均匀 分 布 来 得 到 一 个 正 态 分 布 , 因此 速度 较 慢 。 其 次 用 有 限 大 小 的 进行 近似 ,会 导致 分 
布 的 末端 效应 与 正 态 分布 相 去 甚 远 。 
在 MATLAB 5 之 前 的 版 本 中 , 使 用 极点 算法 生成 正 态 分 布 。 它 一 次 生成 2 个 值 , 并 包括 
在 一 个 单位 圆 中 寻找 随机 点 的 算法 。 这 通过 在 [- 1,1]x[ -1, 1] 正 方形 区 域 生 成 均匀 分 布 
点 , 然后 舍弃 落 在 圆 外 的 点 来 实现 。 正 方形 区 域内 的 点 用 两 个 分 量 的 向 量 表示 ， 而 舍弃 部 分 
点 的 程序 代码 为 
= ImnE; 
while 二 > 1 
U = 2xtand(2,1) -1 
= "yxU 
end 


对 于 每 一 个 接受 的 点 , 极点 变换 


V = SGYL(-2x*1og(L) /YY) xu 


生成 一 个 含 两 个 独立 的 正 态 分 布 元 素 的 向 量 。 这 个 算法 没有 任何 近似 , 所 以 在 分 布 末端 其 正 
态 性 依然 很 好 。 但 是 ,他 的 计算 代价 有 一 些 偏 高。 均匀 分 布 中 21% 的 数 ,由 于 落 在 圆 外 而 被 
舍弃 ， 并且 平方 根 和 对 数 运算 导致 计算 量 过 大 。 

从 MATLAB 第 5 版 开始 , 正 态 分 布 随机 数 生成 器 randn 使 用 了 一 个 复杂 的 查 表 算 法 ， 
这 个 算法 也 是 George Marsaglia 提出 的 。Marsaglia 称 之 为 金字 形 神 塔 算法 。 金 字形 神 塔 是 古 
代 美 索 不 达 米 亚 的 奏 层 式 塔 ， 数学 上 称 之 为 二 维 阶 函 数 。 一 维 的 金字 形 神 塔 算法 是 
Marsaglia 提出 的 算法 的 基础 。 

这 些 年 来 , Marsaglia 一 直 在 改进 他 的 金字 形 神 塔 算法 。 其 早期 版 本 在 Knuth 的 经 典 著 
作 Te Art or Comzputer Programazzaizag[34] 有 所 描述 。 关 于 MATLAB 中 使 用 的 版 本 的 介绍 ， 
可 参考 Marsaglia 和 鸡 . 页 . Tsang 的 论文 [40], 参考 文献 [33， sect.10.7] 中 描述 一 个 用 For- 
tran 语言 写 的 算法 版 本 。 这 个 算法 最 新 的 版 本 可 以 在 网 上 电子 期 刊 Journal o Statistica/ 
Sojfzrare[39] 中 找到 。 我 们 下 面 介 绍 这 个 最 新 的 版 本 ,因为 它 最 简洁 、 效 果 也 最 好 。 在 
MATLAB 中 实际 使 用 的 算法 更 加 复杂 , 但 是 基于 同样 的 思想 , 效果 也 完全 一 样 。 

正 态 分 布 的 概率 密度 函数 (或 者 简称 如 jP 是 钟 形 (bell-shaped) 曲 线 : 

FCz)= ce 


其 中 ,c=17(2r)!2 是 规 一 化 常量 ,我 们 可 以 忽略 。 如 果 我 们 产生 出 均匀 分 布 在 平面 内 的 随机 


点 (z，J， 然 后 舍弃 未 落 在 曲线 下 的 点 ,剩余 的 z 就 形成 了 我 们 想 要 的 正 态 分 布 。 金 字形 神 
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塔 算法 用 包括 ” 段 的 稍 大 点 区 域 覆 盖 概 率 密 度 函 数 下 面 的 面积 。 例 如 图 9-2 中 , 2 =8, 而 实 
际 应 用 中 可 能 设 上 = 128。 上 面 的 -1 段 区 域 都 是 和 矩形, 最 底下 的 区 域 为 矩形 加 一 个 FCz) 
曲线 下 面 的 无 限 长 “尾巴 ”。 这 些 和 矩形 的 右边 界 点 为 xx, &=2，…，72， 在 图 中 用 圆圈 标记 。 
令 F(zi)=1 而 /zi=0, 则 第 & 段 矩形 的 高 度 为 扩 xx)- /x+1)。 这 个 算法 的 关键 点 是 
选择 各 个 z， 使 得 所 有 ” 段 , 包括 底部 无 界 的 那 段 , 有 相同 的 面积 。 还 有 其 他 的 一 些 用 拖 形 
来 近似 计算 概率 密度 函数 下 面积 的 算法 ，Marsaglia 算法 和 它们 的 本 质 区 别 在 于 它 用 的 矩形 是 
水 平 的 ,而 且 面 积 相同 。 





0.06 074 103126T45 1 方 198 734 
图 9-2 金字 形 神 塔 算法 


对 于 特定 的 段 数 ,可 通过 求解 超越 方程 找到 z, ， 即 无 限 长 的 “尾巴 "与 第 一 个 矩形 子 区 
域 的 交点 。 在 我 们 的 = 8 的 图 中 ，z, =2.34。 实 际 使 用 的 程序 中 2 = 128,， 对 应 的 zx = 
3.4426。 一 旦 知道 了 zx, 后 , 就 很 容易 计算 出 各 段 矩 形 的 相同 的 面积 ,以 及 它们 右边 的 端点 
ss。 也 能 计算 出 相 邻 两 段 之 间 长 度 的 比值 m = 共 -1/x。 我 们 称 长 度 方向 与 上 面 和 矩形 重合 的 
这 一 部 分 为 金字 形 神 塔 的 核心 区 。 在 图 9-2 中 , 核心 区 的 右 端 是 虚线 边 。 计 算 这 些 ,os 的 
工作 在 程序 的 初始 化 阶段 进行 , 仅 需要 运行 一 次 。 

初始 化 结束 后 , 可 以 很 快 地 计算 出 正 态 分 布 的 随机 数 。 程 序 的 关键 部 分 是 计算 1 到 ”之 
间 一 个 随机 整数 ) ,以 及 一 个 -1 到 1 之 间 的 均匀 分 布 随机 数 wx。 然 后 , 检查 * 是 否 在 第 7 段 
的 核心 区 。 如 果 是 , 则 wz; 是 概率 密度 函数 下 方 一 个 点 的 z 轴 坐 标 ， 可 作为 正 态 分 布 的 一 个 
采样 点 返回 。 对 应 的 程序 代码 大 概 是 这 样 的 : 

了 ceil(128*ranQ) ; 

避 2xranQ-1: 

if abs(u) < sigma(]) 

xY = QUx2zf(]):; 
TetutDn 

emnaQ 
大 多 数 的 o, 大 于 0.98, 因此 上 面 的 检查 在 97% 以 上 的 时 间 是 满足 的 。 因 此 , 计算 出 一 个 正 
态 分 布 的 随机 数 ,需要 有 -个 随机 整数 、 一 个 随机 均匀 分 布 数 、 做 一 次 条 件 判断 和 一 次 乘法 
运算 ， 而 没有 平方 根 或 者 求 对 数 等 复杂 运算 。 还 有 3% 的 时 候 由 j 和 v 确定 的 点 落 在 核心 区 
外 面 ， 出 现 这 种 情况 有 三 种 可 能 : 当 7j) =1 时 ,因为 顶部 的 抢 形 段 没 有 核心 区 ; 当 7 在 2 和 
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2 一 1 之 间 时 ,随机 点 正好 落 在 覆盖 凡 z) 曲 线 的 小 矩形 内 ; 当 j = 2 时 ,这 个 点 落 在 无 限 长 
的 曲线 “尾巴 "上 。 在 这 些 情况 下 ,就 需要 进行 对 数 、 指 数 运算 , 已 经 生成 更 多 的 均匀 分 布 随 
机 数 。 

我 们 应 该 认识 到 ,即使 金字 形 神 塔 阶 路 函数 只 是 近似 概率 密度 函数 , 由 此 得 到 的 结果 依 
然 是 严格 的 正 态 分 布 。 较 小 的 ” 值 会 减少 表格 的 存储 量 ， 同时 增加 额外 运算 所 占 的 时 间 比 
例 , 但 是 不 会 影响 结果 的 准确 度 。 即 使 = 8, 我 们 需要 用 大 约 23% 的 时 间 ( 而 不 是 3% 的 时 
间 ) 来 做 更 多 的 修正 运算 , 但 是 依然 可 以 得 到 准确 的 正 态 分 布 。 

使 用 了 这 一 算法 ， MATLAB 6 中 生成 正 态 分 布 随机 数 的 速度 和 生成 均匀 分 布 随机 数 一 
样 快 。 事 实 上 ,MATLAB 在 800 MHz 奔腾 处 理 器 的 笔记 本 电脑 上 , 在 一 秘 种 之 内 可 以 产生 
大 于 1000 万 个 正 态 或 者 均匀 分 布 的 随机 数 。 


9.4 randtx,randntx 


本 书 附带 的 NCM 程序 包 中 有 函数 randtx 和 randntx 的 实现 。 对 于 这 两 个 函数 , 我 们 完 
全 实现 了 相应 的 MATLAB 内 部 函数 rand 和 randn 的 功能 , 它们 分 别 与 这 两 个 内 内 函 数 使 用 
同样 的 算法 , 并 有 相同 的 计算 结果 (在 舍 人 误差 范围 内 )。 同 时 ， 所 有 这 四 个 函数 一 一 rand， 
randn，randtx，randntx 一 一 也 有 同样 的 用 法 。 当 没 带 参数 时 , 命令 randtx 或 randntx 产生 
单个 均匀 或 者 正 态 分 布 的 伪 随 机 数 。 当 有 一 个 参数 时 ， 命 令 randtx(n) 或 者 randntx(n) 产 生 
2 X2 的 矩阵 ， 其 元 素 为 均匀 或 者 正 态 分 布 的 伪 随 机 数 。 当 带 两 个 参数 时 ，randtx(m,n) 或 者 
randntx(mn), 产生 盖 xm 的 插 阵 ， 其 元 素 为 均匀 或 者 正 态 分 布 的 伪 随 机 数 。 

通常 情况 下 ,不 需要 进入 这 些 生 成 器 程序 的 内 部 来 设置 它 的 初始 状态 。 但 是 ,如 果 想 重 
复出 一 个 完全 相同 的 伪 随 机 数 序列 ， 你 可 以 对 这 些 随机 数 生 成 器 进行 复位 操作 。 按 默认 设 
置 , 可 通过 命令 randtx( state ,0) 或 者 randntx( "state' ,0) 将 生成 器 设置 为 初始 状态 。 在 计 
算 过 程 中 的 任何 时 候 , 都 可 以 用 命令 s = randtx( "state ) 或 者 s = randntx( state ) 得 到 当前 
的 状态 ， 然 后 可 以 用 命令 randtx( state' ,s) 或 者 randntx( state' ,s) 恢 复 这 些 状态 。 你 也 可 
以 使 用 命令 randtx( state' ,j) 或 者 randntx( “state ,j) 直 接 对 状态 进行 设置 , 其 中 j 为 0 到 
23 -1 之 间 的 任意 整数 。 通 过 这 个 32 位 二 进 制 整数 所 设置 的 状态 个 数 实际 上 仅仅 是 总 共 状 
态 数 目的 很 小 一 部 分 。 

对 于 均匀 分 布 随机 数 生成 器 randtx， 状 态 变量 s 为 含 35 个 元 素 的 向 量 。 其 中 32 个 分 量 
为 2- 3 到 1-2 -33 之 间 的 浮 点 数 , 另外 3 个 分 量 为 eps 的 较 小 的 整数 倍 。randtx 状态 中 所 有 
可 能 的 位 模式 的 总 数 为 2.32.232 .232 ?2， 即 2270%2 ， 虽 然 按 默认 的 初始 设置 未 必 都 能 达到 。 

对 于 正 态 分 布 随机 数 生成 器 randntx,， 状态 s 为 两 个 32 位 的 整数 元 素 构成 的 向 量 ,， 因 此 
其 总 的 状态 数目 为 24 。 

两 个 生成 器 程序 在 第 一 次 使 用 或 复位 后 都 需要 做 一 些 启动 运算 。 对 于 randtx, 启动 过 程 
生成 状态 向 量 中 的 初始 浮 点 数 , 每 次 生成 一 位 。 对 于 randntx,， 设置 计算 金字 形 神 塔 阶 既 函 
数 中 的 转折 点 。 

在 启动 过 程 之 后 , 均匀 分 布 随机 数 生成 程序 randtx 的 主要 部 分 为 


U = zeros (m,D) ; 
for KkK = 1:mxna 





xX= zz(moadal(i+20,32)+1) - zZ(modQ(it+t5,32)+1) - b; 
ifX < 0 
X=X+ 工 








Db = ulLP:; 
所 上 SS 所 
DbD= 0: 
endQ 
Z(Ii+1LI) = X' 
= II+l; 
if ii== 32，1 = 0 end 
[x,]] = zanqbits(x, JJ) ; 
TUK) = XXX; 


endQ 


这 段 程序 计算 状态 向 量 中 两 个 分 量 的 差 , 减 去 从 上 次 计算 得 到 的 借 位 位 b, 如 果 结 果 是 负数 ， 
还 做 一 些 调整 ,最 后 将 结果 插 和 人 状态 向 量 。 辅 助 函数 randbits 执行 浮 点 数 x 和 随机 整数 j 
之 间 的 异 或 (XOR) 运 算 。 

在 启动 过 程 后 面 , 正 态 分 布 随机 数 生成 程序 randntx 的 主要 部 分 为 


R = zezos (m, 了 TD) ; 
for K = 1:myxDn 
[ru,J]j = zanquni : 


上 K = UxzZ(j+l) ; 
if abs(rk) < 2z() 


R(K) = zk:; 
已 Se 

R(k) = amnaqmntips(rk jz) ; 
enQ 


endQ 


这 段 程序 使 用 子 函数 randuni 产生 均匀 分 布 随机 数 u 和 一 个 随机 整数 j ,再 用 一 次 乘法 运算 

得 到 候选 结果 上 ,并 检查 其 是 否 在 金字 形 神 塔 的 “核心 区 "。 几 乎 所 有 情况 下 都 会 落 人 核心 [04 
区 , 这 个 结果 变 为 了 最 终 所 要 的 。 如 果 下 在 核心 之 外 , 再 由 辅助 函数 randtips 执行 附加 的 

运算 。 

习题 

9.1 数字 13 通常 被 人 们 理解 为 不 幸运 , 但 是 


zanQ(' state“，13) 
randgui tanda 


会 产生 十 分 幸运 的 结果 , 结果 是 什么 ? 
9.2 改进 randgui 使 他 能 计算 r, 使 用 正方 形 内 的 圆 代替 立方 体内 的 球 。 
9.3 在 rangui, 改变 语句 


X = 2xfeval (andafun,3,m)-1， 


为 


X = 2xfeval (randftun,m,3) 7 -1; 


我 们 交换 了 3 和 nm, 插 和 人 了 一 个 矩阵 转 置 运算 符 。 有 了 这 些 改 变 


randgui zanQssp 
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9.4 


9.35 


不 再 表示 为 默认 的 randssp。 解 释 原 因 。 
一 个 很 快 的 随机 数 生 成 器 基于 无 理 数 ,例如 黄金 分 割 此 
_1+VS 
g 一 2 
序列 z, 在 区 间 0< z,<1, 生成 为 
zu = fractional part( 7g) 


你 可 以 在 MATLAB 中 生成 这 个 序列 , 重复 执行 公式 


X = tem(X + phi，1) 


这 个 生成 器 通过 了 一 些 统计 测试 , 但 是 效果 不 好 。 

(a) 写 一 个 MATLAB 函数 randphi，randmcg 和 randssp 风格 ,完成 这 个 生成 器 。 

(b) 比较 randmcg，randssp 和 randgui 的 柱状 图 。 使 用 10,000 样 点 和 S0 个 二 进 制 文 
件 的 扩展 名 。 哪 个 生成 器 是 最 好 的 均匀 分 布 ? 

(c) Randgui randphi 是 怎么 计算 x 的 ,为 什么 ? 

M 文件 randtx.m 和 randntx.m 包 括 内 联 函 数 randint,， 采用 了 一 系列 的 位 移动 来 产生 

随机 整数 。 

(a) 写 一 个 MATLAB 方 程 randjsr, 用 randmcg 的 风格 , 使 用 寄存 器 移 位 来 产生 均匀 分 
布 随机 浮 点 数 。 

(b) 比较 你 的 randjsr 和 randmcg 的 柱状 图 。 你 应 该 发 现 两 个 图 有 相似 的 图 形 。 

(c) 验证 


randgui zandqpsT 


。 能 很 好 的 计算 r。 


9.0 


9.7 


9.8 


M 文 件 randnpolar.m 产 生 正 态 分 布 随机 数 , 使 用 了 在 9.3 节 正 态 分 布 中 介绍 的 极点 算 
法 。 检 验 你 的 函数 产生 和 randn 以 及 randntx 同样 的 bell 曲线 柱状 图 
NCM M 文件 browmian 画 出 了 粒子 云层 从 原始 的 演变 , 扩散 为 2 维 的 随机 漫步 ， 建 立 
了 气体 分 子 模型 。 
(a) 修改 brownian.am 文 件 , 记录 平均 以 及 最 大 粒子 的 距离 。 使 用 1og-1og 坐标 ,， 末 出 两 
者 的 距离 , 作为 步 数 ” 的 函数 。 应 该 观察 到 , 在 1og-1og 坐标 下 , 两 个 图 接近 线性 。 
用 函数 cz12 形 式 使 之 适合 这 些 臣 离 。 画 出 观察 到 的 距离 和 适合 值 , 使 用 线性 轴 。 
(b) 修改 bromian.m 作为 3 维 随机 漫步 的 模型 。 距 离 是 否 像 al2? 
术语 Monte Carlo 模拟 是 指 在 有 关 随 机 或 概率 现象 的 计算 模型 中 使 用 伪 随 机 数 。NCM 
M 文 件 blackjack 提供 了 这 种 模拟 的 一 个 例子 。 该 程序 模拟 纸牌 游戏 “二 十 一 点 ”, 可 以 
一 次 处 理 一 次 下 注 或 者 几 千 次 下 注 (一 次 下 注 也 称 为 “一 手 ”) ,并 搜集 、 统 计 输赢 的 
多 少 。 
在 二 十 一 点 游戏 中 ,人 头 牌 (JQK) 记 10 点,A 记 1 点 或 者 11 点 ,其 他 牌 的 点 数 为 
其 牌 面值 所 示 。 游 戏 的 目标 是 牌 的 总 点 数 达到 、 但 不 能 超过 21 点 。 如 果 在 庄家 结束 发 
牌 之 前 你 的 总 点 数 超过 了 21( 或 者 叫 “ 爆 掉 ”) , 那 这 一 局 你 就 输 掉 了 所 下 的 赌注 。 如 果 
你 的 第 一 、 二 张 牌 就 得 到 了 21 点 ,但 是 庄家 不 是 21 点 ,那么 这 就 叫 “blackjack”, 你 可 以 
赢得 1.5 倍 的 赌注 。 如 果 你 的 头 两 张 牌 是 一 对 , 你 可 以 把 所 下 的 赌注 加 倍 ,从 而 把 这 对 
牌 拆 开 , 用 它们 得 到 独立 的 两 手 牌 。 在 看 了 第 一 、 二 张 牌 后 ,你 也 可 以 加 倍 赌注 ,然后 要 
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求 再 多 要 一 张 牌 (double down)。“Hit" 和 “Draw” 表 示 再 要 一 张 牌 “Stand” 表 示人 停止 要 

牌 “Push” 表 示 两 手 牌 有 同样 的 总 点 数 。 

最 早 对 “二 十 一 点 "游戏 进行 的 数学 分 析 见 于 Baldwin ,Cantey,Maisel ,Mcdermeott 在 
1956 发 表 的 15$] ,他 们 基本 的 策略 (在 近期 的 许多 书籍 中 也 有 所 描述 ) 使 得 二 十 一 点 游戏 
成 为 更 接近 公平 的 游戏 。 在 这 基本 策略 下 ,每 手 预期 的 输 和 赢 都 小 于 赌注 的 1% 。 核 心 
思想 是 避免 在 庄家 停止 发 牌 之 前 “ 爆 掉 "”。 庄 家 必须 采用 固定 的 策略 ,在 点 数 不 超 过 16 
时 继续 要 牌 ,而 点 数 等 于 或 多 于 17 时 停止 要 牌 。 既 然 几 乎 有 三 分 之 一 的 牌 值 10 个 点 ， 66 
你 可 以 假设 庄家 未 掀 开 的 牌 是 10 点 ,以 此 来 比较 你 手 里 的 牌 和 庄家 的 牌 。 如 果 庄 家 已 
掀 开 的 牌 是 6 或 者 更 少 的 点 数 ,他 肯定 会 再 要 牌 。 所 以 ,这 个 策略 使 得 在 庄家 掀 开 的 牌 
点 数 是 6 或 者 更 少 \ 而 你 自己 点 数 大 于 11 时 就 不 能 再 要 牌 了 。 只 分 开 A 和 8 ,而 不 分 开 
其 他 任何 牌 。 如 果 庄 家 的 牌 为 6 或 者 更 小 时 , 自己 的 点 数 是 10 或 者 苷 , 采 用 "double 
down”" 策 略 。 这 个 程序 针对 各 种 情况 ,用 红色 字体 显示 出 推荐 的 玩法 策略 。 在 代码 中 ， 
这 个 完整 的 基本 策略 定义 为 三 个 数组 Hard,Soft 和 Split。 

一 个 更 加 精心 设计 的 策略 称 为 “card counting”, 它 在 数学 上 具有 一 定 的 优势 。 采 用 
这 种 策略 的 玩家 记录 以 前 各 手 游戏 中 出 现 的 牌 ,然后 使 用 这 些 信 息 在 不 断 要 牌 的 过 程 中 
改变 下 的 赌注 和 策略 。 我 们 的 模拟 程序 不 包括 “card counting”。 

我 们 的 blackjack 程序 有 两 种 模式 。 每 一 手 的 初始 赌注 为 $10。 在 “play "模式 中 ， 
程序 用 彩色 显示 推荐 的 基本 策略 ,但 允许 玩家 做 其 他 的 选择 。“simulate "模式 根据 基本 
策略 ,模拟 玩 特定 手 的 过 程 并 统计 信息 。 在 程序 模拟 过 程 中 积累 的 总 赌资 用 一 幅 图 显 
示 。 另 一 个 图 每 一 手 可 能 的 十 种 输赢 情况 的 概论 。 这 些 情 况 包 括 “push” 带 来 的 0 输赢 ， 
“blackjack” 赢 $ 15 ,没有 分 开 牌 或 加 倍 赌注 时 赢 或 输 $ 10 ,一 次 分 牌 或 加 倍 赌注 造成 的 
输 或 赢 $20 ,在 分 牌 以 后 再 加 倍 赌注 造成 的 赢 或 输 $ 30 或 $40。 一 次 $30 和 40 $ 的 输 
赢 很 少 出现 ( 可 能 在 某 些 赌场 里 还 不 允许 ) ,但 是 他 们 对 于 确定 基本 策略 的 预期 返还 率 是 
很 重要 的 。 在 第 二 幅 图 中 也 采用 “0. zzzz 土 0.zzzz? 的 形式 显示 了 每 手 赌博 期 望 的 赢 
和 输 的 比值 以 及 它 的 置信 区 间 。 注 意 预 期 的 返还 率 通常 是 负 的 ,但 是 在 置信 区 间 里 。 对 
于 少 于 几 百 万 手 的 游戏 过 程 ,决定 输赢 的 更 多 是 靠 运气 而 不 是 期 望 的 返还 率 。 

(a) 在 我 们 的 blackjack 程序 中 使 用 了 多 少 幅 纸牌 ? 这 些 纸 牌 是 如 何 表示 的 ,怎么 洗 
牌 ? 怎么 发 牌 ? rand 程序 起 什么 作用 ? 

(b) 从 新 洗 的 牌 得 到 二 十 一 点 ,理论 上 有 多 少 可 能 性 ? 即 玩 家 在 第 一 、 二 张 牌 中 得 到 21 
点 (而 庄家 不 是 )。 这 个 理论 结果 与 在 程序 模拟 中 观察 到 的 可 能 性 相 比 ,有 什么 不 
同 ? 

(c) 修改 blackjack 程序 使 之 在 出 现 “blackjack” 时 赢 和 赌注 相等 的 钱 , 而 不 是 它 的 1.5 
倍 。 这 对 期 望 的 返还 率 有 什么 影响 ? 

(d) 在 一 些 赌场 中 ,出 现 “push” 即 被 认为 是 输 。 根 据 这 一 规则 修改 blackjack 程序 。 这 
对 于 期 望 的 返还 率 有 什么 影响 ? 

(e) 修改 blackjack 程序 ,使 用 4 幅 56 张 一 套 的 牌 ,每 套 中 A 的 数目 比 一 般 情 况 下 的 多 
一 倍 。 对 于 期 望 的 返回 率 , 还 有 什么 影响 ? 

(f) 修改 blackjack 程序 ,使 用 4 幅 48 张 一 套 的 牌 ,这 里 每 套 中 不 含 任 何 的 人。 对 于 期 
望 的 返回 率 , 这 有 什么 影响 ? 
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本 章 的 内 容 是 关于 矩阵 的 特征 值 与 奇异 值 ,我 们 将 讨论 各 种 算法 以 及 对 于 扰动 的 敏 
感度 。 


10.1 特征 值 与 奇异 值 分 解 


- 方 阵 4A 的 一 组 特征 值 (eigenvalue) 和 特征 向 量 (eigenvector) 是 一 个 标量 人 和 一 个 非 零 向 
量 z, 它们 满足 
Az = 人 
矩阵 A 的 一 组 奇异 值 (singular value) 和 奇异 向 量 对 (singular vector) 是 一 个 非 负 标 量 6 以 及 两 
个 非 零 向 量 x 和 vm, 它们 满足 
Am 三 GaU 
AH = ax 
其 中 ，AE 的 上 角 标 代表 和 插 阵 的 厄 密 特 转 置 (Hermitian transpose) ， 它 表示 对 一 个 复 挎 阵 的 共 
斩 转 置 。 如 果 和 矩阵 是 实 和 矩阵, 那么 它 的 4 和 A2a 相 同 。 在 MATLAB 中 , 矩阵 的 转 置 都 用 
表示 。 
英文 术语 “eigenvalue” 是 德 文 “eigenvert” 的 局 部 翻译 。 它 的 完整 翻译 应 该 是 “own value” 
(本 征 值 ) 或 者 “characteristic value"( 特 征 值 ), 但 是 这 些 说 法 并 不 常用 。 术 语 “singular value” 
与 一 个 矩阵 的 奇异 程度 有 关 。 
如 果 握 阵 是 由 某 个 向 量 空间 到 自身 的 变换 ,那么 在 这 种 情况 下 ,特征 值 起 着 重要 的 作 
用 。 线 性 常 微分 方程 系统 就 是 一 个 基本 的 例子 。， 的 值 可 以 对 应 于 振动 的 频率 ,稳定 性 参数 
的 临界 值 , 或 者 原子 的 能 量 等 级 。 如 果 和 矩阵 是 某 个 向 量 空间 到 另 一 个 空间 (很 可 能 与 原 空间 
维 数 不 同 ) 的 变换 , 那么 在 这 种 情况 下 ,奇异 值 起 着 重要 的 作用 。 超 定 或 者 欠 定 代 数 方程 组 
是 一 个 基本 的 例子 。 
特征 向 量 和 奇异 值 向 量 的 定义 并 没有 规定 它们 的 标准 化 。 一 个 特征 向 量 z 或 者 一 对 奇 
异 向 量 x 和 可 以 通过 任何 非 零 因 子 换算 而 不 改变 其 他 的 重要 性 质 。 对 称 和 矩阵 的 特征 向 量 ， 
一 般 被 标准 化 为 其 欧 几 里 德 长 度 等 于 一 , 即 1 zl = 1。 另 一 方面 , 非 对 称 和 矩阵 的 特征 向 量 ,一 
般 在 不 同 的 情况 下 有 不 同 的 标准 化 方法 。 奇 异 向 量 几乎 总 是 被 标准 化 为 其 欧 几 里 德 长 度 等 于 
一 , 即 | zj =1ol2= 1。 你 也 可 以 将 特征 向 量 或 者 奇异 向 量 乘 以 - 1， 并 不 会 改变 它们 的 
长 度 。 
方 阵 的 特征 值 -特征 向 量 方程 可 以 写成 
(4 一 AT 并 =0，Zz 天 0 
这 意味 着 A - 人 是 奇异 的 , 因此 有 
det(A -AT)=0 
特征 值 的 这 种 定义 就 是 矩阵 A 的 特征 方程 (characeristic equation) 或 者 特征 多 项 式 (characteristic 
polynomial) , 不 直接 涉及 对 应 的 特征 向 量 。 特 征 多 项 式 的 次 数 等 于 矩阵 的 阶 数 。 这 表示 一 个 ? 
xz 的 矩阵 有 2 个 特征 值 , 其 中 重复 的 特征 值 也 要 计数 。 和 行列 式 本 身 一 样 , 特征 多 项 式 在 理 
论 研 究 和 手 算 中 都 是 非常 有 用 的 , 但 是 不 能 为 鲁 棒 的 数值 计算 软件 提供 一 个 坚实 的 基础 。 
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令 Mi)12，…An 为 搜 阵 A 的 特征 值 ，zl，zz，…，z) 为 对 应 的 特征 向 量 , A 为 位 于 对 

角 线 上 所 构成 的 2 xz 的 对 角 阵 ，X 表示 7 xz2 的 矩阵 ， 其 第 7 列 是 zi。 那 么 有 
AX=XA 

将 A 放 在 第 二 个 表达 式 的 右边 , 以 便 使 X 的 每 一 列 与 其 对 应 的 特征 值 相 乘 。 现 在 让 我 们 做 
一 个 并 非 对 所 有 和 抢 阵 都 成 立 的 关键 的 假设 一 一 假设 所 有 特征 向 量 是 线性 无 关 的 。 那 么 X 
存在 并 且 有 

A=XAX-1 
其 中 X 为 非 奇异 矩阵 , 这 种 形式 被 称 作 拖 阵 A 的 特征 值 分 解 (eigenvalue decomposition)。 如 
果 这 种 分 解 存在 , 它 使 得 我 们 可 以 通过 分 析 对 角 阵 人 来 研究 A 的 性 质 。 例 如 , 抢 阵 寡 运 算 可 
以 通过 简单 的 标量 寡 运 算 来 实现 : 

A2=XAZX 1 
如 果 4 的 特征 向 量 不 是 线性 无 关 的 , 那么 这 样 的 对 角 阵 分 解 则 不 存在 , 并 且 4 的 寡 很 难 计算 。 

设 工 是 一 个 任意 的 非 奇异 矩阵 ,那么 

召 = 工 -1AT 
被 称 为 相似 变换 (similarity transformation), 并 且 A 和 忆 被 称 为 相似 的 。 如 果 Az = AMz 并 且 
y= Tz，, 那么 By= hy。 换 句 话说 , 相似 变换 保持 特征 值 不 变 。 和 矩阵 的 特征 值 分 解 实际 上 就 是 
试图 找到 对 角 竹 阵 的 一 个 相似 变换 。 

把 奇异 值 和 奇异 向 量 的 定义 方程 写成 矩阵 的 形式 ,如 下 

AV= IUD2 

ARU= VZ 
这 里 导 是 和 A 有 相同 尺寸 的 矩阵 , 它 只 有 主 对 角 线 上 的 元 素 可 能 非 零 。 可 以 证 明 , 总 可 以 选 
择 奇 异 向 量 使 得 它们 彼此 正 交 , 所 以 这 里 假设 矩阵 U 和 YY 的 列 向 量 都 是 已 经 标准 化 好 的 ， 
满足 UEU= 工 和 VaV = T。 换 句 话说, 当 U 和 是 实 符 阵 的 时 候 , 两 者 是 正 交 (orthogonal) 
矩阵; 当 它 们 是 复 矩 阵 的 时 候 , 两 者 是 下 (unitary) 和 矩阵。 因此 ， 

4=UDYV 
其 中 忆 为 对 角 阵 ，U 和 是 正 交 或 酉 矩阵 ， 这 种 形式 被 称 作 抢 阵 A 的 奇异 值 分 解 (sigular 
value decomposition) 或 者 SVD。 

如 果 一 个 xz 的 方 阵 A 被 看 作 是 一 个 维 空间 到 自身 的 映射 ,那么 在 抽象 的 线性 代数 
的 术语 中 , 称 特征 值 是 相关 的 。 我 们 设法 找到 该 空间 的 一 组 基 使 得 该 矩阵 变 成 对 角 阵 。 即 使 
矩阵 A 是 实 矩 阵 , 这 组 基 也 有 可 能 是 复 的 。 事 实 上 , 如 果 特 征 向 量 不 是 线性 无 关 的 ,那么 这 
组 基 是 不 存在 的 。 同 样 , 如 果 一 个 冯 xz 的 长 方 矩阵 A 被 看 作 是 一 个 ” 维 空间 到 一 个 zz 维 
空间 的 映射 , 那么 它 的 SVD 是 相关 的 。 我 们 设法 找到 定义 域 中 的 一 组 基 和 像 中 的 一 组 基 ( 通 
常 两 者 是 不 同 的 ) 使 得 该 矩阵 变 为 对 角 阵 。 如 果 和 矩阵 4 是 实 和 矩阵 , 那么 这 样 的 基 总 是 存在 的 
而 且 总 是 实 的 。 事 实 上 , 由 于 变换 抢 阵 是 正 交 阵 或 者 酉 抢 阵 ， 所 以 它们 会 保持 长 度 和 角度 不 
变 , 不 会 放大 误差 。 

如 果 4A 是 一 个 xz7 的 矩阵 , 并 且 证 大于” 那么 完全 的 SVD 中 ，U 是 一 个 大 的 天 X 
ma 的 方 阵 。 但 是 U 的 最 后 mm - 2 列 是 “多 余 的 ”, 它们 在 重建 抢 阵 A 的 过 程 中 是 不 必要 的 。 
当 4 是 一 个 长 方 阵 的 时 候 ，SVD 还 有 另外 一 个 可 以 节省 计算 机 存储 的 版 本 ， 它 被 称 作 简 化 
(economy-sized)SVD。 在 简化 版 本 中 , 只 有 LU7 的 前 ” 列 以 及 守 的 前 =” 行 需要 计算 。 在 这 两 
种 分 解 中 , 矩阵 V 都 是 同样 的 ” x ” 的 矩阵 , 没有 变化 。 图 10-1 显示 了 两 种 SVD 版 本 中 ， 
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和 矩阵 的 形状 变化 。 这 两 种 分 解 都 可 以 写作 A = UZ V 的 形式 ,只 不 过 简化 分 解 中 的 U 和 也 
是 完全 分 解 中 抢 阵 的 子 阵 。 


国 - 
“ 日 


图 10-1 完全 和 简化 的 SVD 


10.2 一 个 简单 例子 


本 节 给 出 一 个 特征 值 分 解 和 奇异 值 分 解 的 例子 。 该 例子 是 MATLAB 测试 矩阵 库 中 的 一 
个 小 规模 的 方 阵 。 使 用 命令 


R= gallery(3) 
所 得 矩阵 


337 180 540 
-27 -9 一 2 





一 149 -5350 一 sd 


这 个 矩阵 的 特征 多 项 式 很 容易 分 解 : 
det(A-A1 站 =)3--612+11A 一 6 
=(A-1)( 一 2)( 人 -3) 
所 以 它 的 三 个 特征 值 分 别 为 M1=1，2=2,， 13=3, 并 且 有 
1 0 0 
0 2 0 
0 0 3 
特征 向 量 构成 的 矩阵 可 以 标准 化 , 使 得 所 有 元 素 都 是 整数 : 
1 一 4 7 
-3 9 -| 
0 1 9 
可 以 证 明 X 的 道 和 阵 的 所 有 项 也 都 是 整数 ， 
130 ”43 四 


从 三 








太一 





X-I=| 27 9 28 


-3 -1 一 3 
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以 上 这 些 和 矩阵 给 出 了 这 个 例子 的 特征 值 分 解 : 
A=XAX-l 

这 个 矩阵 的 SVD 不 能 通过 一 些小 整数 简洁 的 表示 出 来 , 它 的 奇异 值 是 下 面 这 个 方程 的 

所 有 正 根 
ae- 668737c4 + 4096316c2 -36=0 

但 是 这 个 方程 很 难 因 式 分 解 。 使 用 符号 工具 箱 命令 

SvVvQ(sSym (有 ) ) 
可 以 得 到 奇异 值 的 精确 表达 式 , 但 是 这 个 结果 的 总 长 度 有 822 个 字符 。 所 以 我 们 只 从 数值 上 
计算 这 个 SVD。 


[U,S,V]=svd (RA) 


结果 为 

U = 
-0.2691 -0.6798 0.6822 
0.9620 -0.1557 0.2243 
-0.0463 0.7167 0.6959 

S = 
817.7597 0 0 
0 2.4750 0 
0 0 0.0030 

V = 
0.6823 -0.6671 0.2990 
0.2287 -0.1937 “ -0.9540 
0.6944 0.7193 0.0204 


表达 式 U* SxY 生 成 的 原始 矩阵 含有 舍 人 误差 。 
请 注意 gallery(3) 的 特征 值 1, 2, 3 与 其 奇异 值 817，2.47, 0.03 之 间 的 巨大 差别 。 这 
种 差别 的 产生 ,主要 是 由 于 该 例子 中 矩阵 的 对 称 性 很 差 , 后 面 我 们 还 会 详细 讨论 这 个 问题 。 


10.3  eigshow 


函数 egishow 在 MATLAB 的 demos 目录 下 可 以 找到 。egishow 的 输入 是 一 个 实 的 , 2x2 

的 矩阵 A ,或 者 你 也 可 以 从 标题 的 下 拉 菜 单 中 选择 一 个 。 默 认 的 4 是 
_ (7 1 
1 1 

egishow 首先 画 出 单位 向 量 zx = [1,0] 和 向 量 4Az, 也 就 是 矩阵 A 的 第 一 列 。 接 下 来 你 可 以 
使 用 鼠标 沿 着 单位 圆 移动 (绿色 显示 )。 随 着 你 移动 zx，Az 也 跟着 移动 ( 蓝 色 显示 )。 图 
10-2 中 的 前 四 幅 子 图 , 显示 出 了 z 沿 着 绿色 单位 圆 移 动 的 轨迹 。 得 到 的 Az 的 轨迹 是 什么 形 
状 呢 ? 线性 代数 中 的 一 个 重要 定理 告诉 我 们 , 这 个 蓝 色 的 曲线 是 一 个 椭圆 。egishow 给 出 了 
这 个 定理 的 一 个 “形象 的 证 明 ”。 

egishow 的 标题 写 到 "使 Az 平行 于 z”。 对 于 这 样 一 个 方向 向 量 zx, 算 子 A 仅仅 是 对 > 
进行 伸缩 变换 ， 乘 以 因子 1。 换 句 话说 ，z 是 一 个 特征 向 量 并 且 Az 的 长 度 是 对 应 的 特征 值 。 
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图 10-2 中 最 后 的 两 幅 子 图 , 显示 了 这 个 2x2 和 矩阵 例子 的 特征 值 以 及 特征 向 量 。 第 一 个 
特征 值 是 正 的 , 所 以 Az 与 特征 向 量 z 的 方向 相同 。Az 的 长 度 是 对 应 的 特征 值 , 在 这 个 例 
子 中 刚好 就 是 5 人 4。 第 二 个 特征 值 是 负 的 , 所 以 Az 与 z 平行 , 但 是 指向 相反 的 方向 。4z 的 世 3 
长 度 是 1/2, 所 以 对 应 的 特征 值 是 -172。 





包 


图 10-2 ”egishow 


你 可 能 已 经 注意 到 了 , 这 两 个 特征 向 量 并 非 椭圆 的 长 轴 和 短 轴 。 但 是 如 果 这 个 矩阵 是 对 
称 的 , 它们 就 是 。egishow 默认 的 矩阵 接近 对 称 ,但 不 完全 对 称 。 对 于 其 他 和 拖 阵 来 说 , 可 能 根 
本 找 不 到 一 个 实 的 z, 使 得 Az 与 zx 平行 。 我 们 在 练习 中 会 有 这 
样 的 例子 , 它们 将 证 明 2x 2 的 矩阵 可 以 有 少 于 2 个 实 的 特征 
向 量 。 

在 SVD 中 椭 圆 的 轴 起 着 关键 的 作用 。 图 10-3 显示 了 svd 模 
式 下 ,egishow 的 结果 。 同 样 ， 鼠 标 可 以 沿 着 单位 圆 移动 zx, 而 
旦 这 次 有 另 一 个 单位 向 量 y 跟着 z 移动 , 上 且 始 终 保持 和 它 垂 直 。 
得 到 的 Az 和 Ay 沿 这 个 椭圆 来 回 移 动 , 但 是 彼此 并 非 总 保持 互 
相 垂 直 。 我 们 的 目标 是 使 它们 相互 垂直 , 那个 时 候 它 们 就 构成 了 
顶 圆 的 轴 。 





图 10-3 egishow(svd) 
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向 量 zx 和 y 是 SVD 中 UL 的 列 向 量 , 向 量 Az 和 Ay 是 Y 的 列 向 量 的 倍数 ， 而 轴 的 长 度 就 是 
对 应 的 奇异 值 。 


10.4 特征 多 项 式 


令 4 是 一 个 20x20 的 对 角 矩 阵 , 其 对 角 线 上 的 元 素 分 别 为 1, 2, …, 20。 显 然 , 4A 的 特 
征 值 就 是 其 对 角 线 上 的 元 素 。 但 是 , 它 的 特征 多 项 式 det(A - AT) 却 是 
)20 一 21011 +2061S)8 - 1256850117 + S332794611 
一 167228082045 + 40171771630114 - 756111184500135 
+ 11310276995381A12 一 1335$85182899530》 芋 
+ 1307S3S010540395A10 - 1014229986S5114302? 
+ 6303081209929489618 -- 31133364316139064077 
+ 120664780378037336015 - 3$99979S1794760720015 
+803781182264505177614 - 12870931245150988800》3 
+ 1380375975364070400012 - 8752948036761600000A 
+2432902008176640000 
其 中 - 2 的 系数 是 210, 也 就 是 所 有 特征 值 的 和 。)90 的 系数 是 20!,， 也 就 是 所 有 特征 值 的 
积 。 其 他 的 系数 都 是 特征 值 积 的 各 种 和 。 
我 们 给 出 多 项 式 所 有 的 系数 来 强调 , 用 它们 进行 任何 浮 点 运算 都 可 能 引入 很 大 的 伟人 误 
2 和 差 。 使 用 IEEE 的 浮 点 数 表示 会 改变 其 中 的 五 个 值 。 例 如 ,4 系数 的 最 后 三 位 数字 就 会 从 
75 776 变 为 392。 对 于 16 位 有 效 数 字 , 用 浮 点 表示 系数 得 到 的 该 多 项 式 根 的 准确 值 如 下 


.00000000000000 
.00000000000096 
.99999999986640 
.00000000495944 
.99999991473414 
.00000084571661 
.99999455544845 
.00002443256894 

8.99992001186835 
10.00019696490537 
10.99962843024064 
12.00054374363591 
12.99938073455790 
14.00054798867380 
14.99962658217055 
16.00019208303847 
16.99992773461773 
18.00001875170604 
18.99999699774389 
20.00000022354640 


我 们 发 现 , 使 用 双 精 度 浮 点 数 来 存储 这 个 特征 多 项 式 的 系数 , 改变 的 某 些 特征 值 的 计算 值 在 
第 五 位 有 效 数字 之 内 。 

这 个 特殊 的 多 项 式 是 由 J. H. Wilkinson 在 1960 年 左右 提出 的 。 他 对 于 这 个 多 项 式 设置 
的 扰动 与 我 们 的 不 同 , 但 是 他 的 观点 和 我 们 是 相同 的 。 也 就 是 说 , 这 种 通过 寡 形 式 来 表示 多 





0 路 中 路 心 if 哺 
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项 式 的 方法 ,对 于 求解 该 多 项 式 的 根 或 者 对 应 抢 阵 的 特征 值 是 不 能 令 人 满意 的 。 
10.5 ”对称 矩 阵 和 厄 密 特 矩 阵 


如 果 一 个 实 矩 阵 等 于 自身 的 转 置 , 即 A = AT, 则 称 它 是 对 称 的 。 如 果 一 个 复 矩 阵 等 于 自 
身 的 复 共 斩 转 置 , 即 A = AR , 则 称 它 是 厄 密 特 怎 阵 。 实 对 称 抢 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 都 是 
实 的。 并 且 , 特征 向 量 可 以 选择 成 彼此 正 交 的 。 因 此 , 如 果 4A 是 实 和 矩阵 并 且 4 = 4 , 那么 它 
的 特征 值 分 解 可 以 表示 成 
A=XAXT 
其 中 XTX=T= XXT。 尽 管 厄 密 特 抢 阵 的 特征 值 也 是 实 的 , 但 是 它 的 特征 向 量 一 定 是 复 的 。 
而 且 , 特征 向 量 构成 的 抢 阵 可 以 选择 成 丁 怎 阵 。 因 此 , 如 果 A 是 复 矩 阵 并 且 A = A2 , 那么 它 
的 特征 值 分 解 可 以 表示 成 
A=XAXE 
其 中 A 是 实 矩阵 ,并 且 XIX =T= XXX。 
对 称 矩 阵 和 捷 密 特 矩阵 的 特征 值 和 奇异 值 有 着 明显 的 紧密 联系 。 一 个 非 负 特征 值 X 过 0 
同样 也 是 一 个 奇异 值 ,cc=)%。 并 且 对 应 的 向 量 也 是 彼此 相同 的 , 即 “= "= z。 一 个 负 特 征 
值 <0, 其 相反 数 必然 是 一 个 奇异 值 , c= |11。 并 且 对 应 的 奇异 向 量 之 一 与 另 一 个 符号 相 


反 ,，v= 一 立 =Zo 


10.6 特征 值 的 敏感 度 和 精度 


有 些 矩 阵 的 特征 值 对 扰动 很 敏感 ， 矩 阵 元 素 小 的 变化 可 能 引起 特征 值 大 的 改变 。 使 用 浮 
点 数 计算 特征 值 所 产生 的 含 人 误差 ,相当 于 给 原始 矩阵 加 了 扰动 。 因 此 , 在 计算 敏感 特征 值 
的 时 候 ,， 这 些 伟人 误差 会 被 放大 。 

为 了 对 敏感 度 有 个 粗略 的 认识 , 我 们 假设 矩阵 4 的 特征 向 量 彼此 线性 无 关 , 其 特征 值 分 
解 为 

A=XAX-! 
重 写 这 个 式 子 为 

A 人 =X-LAX 
令 6A 为 A 的 由 舍 人 误差 或 者 其 他 任何 种 类 的 扰动 所 引起 的 A 的 某 种 变化 量 , 那么 有 

A+SA=X-I(A+8A)X 

因此 

SGA= 和 184X 
两 边 取 和 矩阵 范 数 ， 

18A 入 XIXNSAI=<CX)1aA1 

其 中 x(X) 是 在 第 2 章 线性 方程 组 中 介绍 的 矩阵 的 条 件数 。 注 意 这 里 的 主要 因素 , 是 由 特征 
向 量 组 成 的 矩阵 X 的 条 件数 ,而 非 4 本 身 的 条 件数 。 

这 个 简单 的 分 析 表 明 , 根据 矩阵 的 范 数 ,在 计算 1 56A| 的 过 程 中 , 拢 动 的 范 数 | 64 | 会 被 
放大 #“(X) 倍 。 但 是 , 由 于 SA 通常 不 是 一 个 对 角 阵 , 所 以 这 种 分 析 不 能 直观 的 给 出 ,特征 值 
会 受到 多 大 的 影响 。 然 而 它 还 是 给 出 了 一 个 善 这 的 结论 : 

特征 值 的 敏感 度 可 以 通过 特征 向 量 构成 的 给 阵 的 条 件数 来 估计 。 

可 以 使 用 函数 condest 来 估计 特征 向 量 矩 阵 的 条 件数 。 例 如 ， 
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有 = gallery(3) 
[X, iambdqal = elig(RA) ; 
ConaQest ( 共 ) 


结果 是 


工 .2002e+003 


gallery(3) 中 的 扰动 引起 其 特征 值 的 扰动 被 放大 1.2.103 倍 。 这 说 明 gallery(3) 的 特征 值 比 
较 病 态 。 
更 细致 的 分 析 会 涉及 左 特 征 向 量 (left eigenvectors), 它 是 行 (row) 向 量 满足 
YA=AX 
为 了 研究 单个 特征 值 的 敏感 度 , 我 们 假设 矩阵 A 随 着 扰动 参数 变化 , 并 令 A 表示 相对 于 这 
个 参数 的 导数 。 对 方程 
Ar = 人 z 
两 边 同 时 微分 得 到 
Azr+AL=Ar+ 
两 边 同 乘 以 左 特征 向 量 : 
yAz+ynhr=yz+yAz 
由 于 方程 两 边 的 第 二 项 相同 , 所 以 有 


1 二 VEHAz 
yz 
两 边 取 范 数 ， 
se 必 zLAI 
yz 
定义 特征 值 条 件数 (eigenvalue condition number) 为 
_ HLzl 
k(A,A)= 村 
那么 


1 和 ce,A)AI 
换 句 话 说 ，x(1 ,4A) 是 矩阵 A 的 扰动 到 特征 值 X 最 终 扰 动 的 放大 率 。 注 意 , <c(4,A) 与 左右 特 
征 向 量 > 和 xz 的 标准 化 是 无 关 的 , 并 且 
xc(1,A)Z1 
如 果 你 已 经 计算 出 了 右 特 征 向 量 构成 的 矩阵 X， 那 么 一 种 计算 左 特征 向 量 的 方法 是 
Y=X- 1 
因为 
YaA=A 了 玛 
所 以 到 的 行 就 是 左 特 征 向 量 。 在 这 个 例子 中 , 左 特 征 向 量 被 标准 化 以 便 
YX= 工 
所 以 <(A,A) 的 分 母 为 yz =1 并 且 
<c(A,A)=| yz 
又 因为 | zj 委 1X 和 | 和 1 ， 所 以 我 们 得 到 
k(A,A) 和 xc(X) 
特征 向 量 矩 阵 的 条 件数 是 特征 值 条 件数 的 上 界 。 
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MATLAB 中 的 函数 condeig 可 以 计算 特征 值 条 件数 。 继 续 gallery(3) 的 例子 ， 
有 = gallery(3) 

1ambpda = eigf(R) 

kappa = conaQeig (RA) 


KapPa = 
603.6390 
395.2366 
219.2920 


这 表示 A; =1 比 2=2 或 者 13=3 更 敏感 一 些 。gallery(3) 中 的 扰动 会 引起 其 特征 值 拢 动 被 
放大 200 到 600 倍 。 这 与 前 面 通过 condest(X) 得 到 的 较 粗略 的 估计 1.2'10? 相 一 致 。 

为 了 验证 这 个 分 析 , 让 我 们 在 & = gallery(3) 中 制造 一 个 小 的 随机 扰动 , 并 且 观 察 特 征 
值 发 生 的 现象 。 


tormat ong 
Gelta = 1.e-6: 
Tambdaa = eig(RA + Qeltax*randqdn(3,3)) 


Iampdaa = 


.00011344999452 
工 .99992040276116 
2.99996856435075 


特征 值 所 产生 的 扰动 为 


Lambda - (1:3) 


忆 DS = 
1 .0e-003 六 
0.11344999451923 
-0.07959723883699 
-0.03143564924635 


这 个 结果 虽然 比 condeig 对 扰动 分 析 给 出 的 估计 小 一 些 , 但 基本 上 是 在 一 个 量 级 的 。 
dejltaxconaeig (和 有) 
amngs = 
.0e-003 六 
0.60363896495665 
0.39523663799014 
0.21929204271846 ， 
如 果 A 是 实 对 称 和 矩阵, 或 者 复 厄 密 特 插 阵 , 那么 它 的 左 、 右 特征 向 量 是 相同 的 。 在 这 种 
情况 下 ， 
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yz=| yz 
所 以 对 于 对 称 符 阵 和 厄 密 特 和 矩阵 有 
k(A,A)=1 
对 阵 和 矩阵 和 厄 密 特 矩 阵 的 特征 值 有 很 好 的 条 件数 。 由 惩 阵 扰动 所 引起 的 特征 值 扰动 大 小 都 差 
不 多 。 这 个 结论 对 于 多 重 特征 值 的 情况 也 是 成 立 的 。 
现在 考虑 另 一 种 极端 情况 , 如 果 ) 是 一 个 多 重 特征 值 , 并 且 它 对 应 的 特征 向 量 不 是 两 两 线性 
无 关 的 , 那么 前 面 的 分 析 就 不 适用 。 在 这 种 情况 下 , 对 于 一 个 ”Xx?2 和 拖 阵 的 特征 多 项 式 可 以 写成 
p(A)=det(4A-ADD=( 一 AM)rd(A) 
其 中 和 是 入 的 重复 度 ，g (1) 是 一 个 于-m 次 多 项 式 并 且 入 不 是 它 的 根 。 和 抑 阵 的 扰动 $ 会 
把 特征 多 项 式 从 如 (4)=0 改变 为 
pD(A)=O(6) 
换言之 
(= 入 )=O(CS)《q(CA) 
这 个 方程 的 根 是 
= 入 TO(CbLm ) 
第 ma 个 根 的 特性 告诉 我 们 , 没有 线性 无 关 特 征 向 量 全 集 的 多 重 特征 值 ， 对 扰动 是 非常 敏感 的 。 
为 了 说 明 问 题 , 我 们 构造 一 个 16x16 的 矩阵 。 其 主 对 角 线 上 元 素 都 为 2， 上 副 对 角 线 上 
的 元 素 为 1, 左下 角 的 一 个 元 素 为 8， 其 余 元 素 为 0: 
2 1 
2 1 
二 。 


2 
它 的 特征 方程 为 
(4 一 2)5= 人 
如 果 8=0, 这 个 抢 阵 在 1=2 处 有 一 个 重复 度 为 16 的 特征 值 , 但 是 只 有 一 个 特征 向 量 与 该 特 
征 值 对 应 。 如 果 8 在 浮 点 售 人 误差 的 量 级 上 , 即 S**10- 14, 那么 所 有 的 特征 值 都 分 布 在 复 平 
面 上 以 2 为 圆心 的 一 个 圆 上 ,该 圆 半 径 为 
(10-16)146=0. 

一 个 舍 人 误差 大 小 的 扰动 , 会 把 特征 值 从 2.0000 变 为 16 个 不 同 的 值 , 包括 1.9000, 2.1000 
和 2.0924+0.0383i。 这 说 明和 矩阵 元 素 的 一 个 微小 变化 会 使 特征 值 产 生 大 的 多 的 变化 。 

MATLAB 中 另 一 个 例子 也 证 明了 这 点 ， 只 是 形式 上 不 太 明显 。 

有 = gallery(5) 


该 矩阵 为 
且 = 

-9 工 -21 63 -252 

70 -69 I41 -421 J1684 

-575 575 -1 149 3451 -J3801 

3891 -3891 7782 -23345 93365 


1024 -1024 2048 -上 E 244 24572 
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通过 命令 lambda = eig(a) 计 算出 来 的 特征 值 为 


1ampaqa = 
-0.0408 
-0.0119 + 0.03861 
-0.0119 - 0.0386 
0.0323 + 0.02301 
0.0323 - 0.02301 
这 些 计 算出 的 特征 值 到 底 有 多 准 呢 ? 
gallery(5) 的 抢 阵 对 应 的 特征 方程 满足 


5=0 
可 以 通过 说 明 45 在 没有 伟人 误差 的 情况 下 等 于 零 抢 阵 来 证 明 这 点 。 这 个 特征 方程 用 手 
算 很 容易 求解 , 所 有 5 个 特征 值 全 部 是 0。 但 是 数值 计算 得 到 的 结果 却 让 人 难以 想像 准确 的 
特征 值 都 是 0。 我 们 必须 承认 计算 出 来 的 特征 值 不 是 非常 准确 。 
关于 此 问题 , MATLAB 的 eig 函数 目前 所 做 的 与 预期 的 一 样 好 ,计算 特征 值 的 误差 是 由 
敏感 性 造成 的 , 而 非 eig 的 错误 。 下 面 的 这 个 实验 可 以 证 明 这 点 。 


有 = gallery(5) 


所 eig (R) 

plot (real(e) ,imag(e)，Fx** ,0,0,， Ko') 
axis(.1*[-1 1 -1 1]) 
axXiSs SGUaLe 

图 10-4 表示 计算 出 的 特征 值 是 复 平面 上 一 个 正 ”04 

五 边 形 的 顶点 , 其 半径 为 0.04, 中 心 位 于 原点 。 oo8 
重复 这 个 实验 , 让 和 矩阵 的 每 个 元 素 都 受到 

单个 舍 人 误差 的 扰动 。gallery(5) 抢 阵 中 元 素 

的 变化 超过 4 个 数量 级 , 所 以 扰动 后 的 结果 为 


e = eig(A + epsx*randmn(5,5) .+ 人) 


将 该 句 和 plot，axis 命令 一 起 输入 在 同一 行 

中 , 并 用 向 上 箭头 反复 运行 几 次 。 你 会 发 现 

那个 五 边 形 在 转动 , 并 且 它 的 半径 在 0.03 和 

0.07 之 间 变 化 。 但 是 扰动 后 计算 出 来 的 特征 “05 

值 具有 与 原 矩阵 特征 值 完 全 一 样 的 特性 。 -008 
这 个 实验 给 以 下 事实 提供 了 证 据 : 计算 -0 一 > 人 

出 来 的 特征 值 实际 上 是 矩阵 A + 忆 的 准确 特 

征 值 , 其 中 下 的 元 素 和 A 的 元 素 相 比 ,在 舍 图 10-4 Phot(eig(gellery(5))) 

入 误差 的 量 级 上 。 这 是 使 用 浮 点 运算 所 能 期 望 的 最 好 结果 了 。 


10.7 ”奇异 值 的 敏感 度 和 精度 


奇异 值 的 敏感 度 分 析 比 特征 值 要 容易 得 多 , 奇异 值 问题 一 般 都 有 很 好 的 条 件数 。 对 拢 动 
的 分 析 涉及 如 下 所 示 的 方程 


[和 


习 +62=DUEA+6A)V 
由 于 U 和 立 是 正 交 矩阵 或 者 本 矩阵， 所 以 范 数 保持 不 变 , 即 16 于 | = 1 641 。 在 任何 矩阵 中 的 


八 > 
Co 
必 


改 > 
5 





CD 
LND 
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任何 大 小 的 扰动 ,都 会 产生 与 奇异 值 大 小 差不多 的 扰动 。 所 以 没 必要 为 奇异 值 定 义 条 件数 , 因 
为 它们 基本 上 总 是 等 于 1。MAILAB 中 的 命令 svd 使 用 全 浮 点 精度 对 奇异 值 进行 计算 。 

需要 注意 , 这 里 所 说 的 “同样 大 小 "和 "全 精度 "。 扰 动 和 精度 是 相对 于 和 矩阵 的 范 数 或 者 最 
大 的 奇异 值 来 度量 的 ， 

| 人 A | 一 G1 

较 小 的 奇异 值 的 精度 是 相对 于 最 大 的 奇异 值 进行 度量 的 。 通 常 , 奇异 值 的 变化 超过 几 个 量 
级 , 那么 较 小 的 奇异 值 相对 于 它们 本 身 就 不 是 全 精度 了 。 特 别 地 ,如 果 气 阵 是 奇异 的 , 那么 
其 中 一 些 ci 一 定 为 0。 这 些 ci 的 计算 值 通常 都 在 es|A|1 量 级 上 , 其 中 e 是 eps, 即 浮 点 精度 
参数 。 

可 以 通过 gallery(5) 的 奇异 值 来 说 明 。 语 名 

有 = gallery(5) 

format ong e 

SVd (有 ) 
得 到 结果 是 


1.010353607103610e+005 
.679457384066496e+000 
.462838728086172e+000 
.080169069985612e+000 
.988578262459575e-014 


A 的 最 大 元 素 是 93365, 我 们 会 发 现 ,， 最 大 的 奇异 值 还 要 大 些 , 大 约 是 105。 在 102 附近 有 3 
个 奇异 值 。 前 面 提 到 过 这 个 矩阵 的 特征 值 全 为 0, 所 以 这 个 矩阵 是 奇异 的 , 并 且 最 小 的 奇异 
值 理 论 上 也 应 该 是 0。 而 计算 的 值 位 于 e 和 el4| 之 间 。 

现在 给 这 个 手 阵 一 些 扰 动 , 使 下 面 的 语句 无 限 循 环 一 段 时 间 。 


while 1 工 
CJC 
sSvVQ (AR+epPSxrandadn(5,5) .*RA) 
pause(.25) 

enQ 


输出 的 结果 为 


-010353607103610e+005 
.67945738406**xxxe+000 
-46283872808***xy*e+000 
-08016906998*x*x*ve+000 


。 广 友 支 码 方 文 灾 炎 宙 容 灾 太 灾 支 文 太一 个 文火 


小 FF 


半 FF 


星 号 表示 每 次 结果 发 生变 化 的 部 分 。15 位 数字 格式 显示 cl 没有 任何 变化 ; cz，cs 和 c4 的 变 
化 都 小 于 se| A| , 大 约 是 10-0; cs 的 计算 值 全 是 含 人 误差 , 小 于 10-1。 

gallerYy(5) 所 构造 的 矩阵 的 特征 值 问题 有 特殊 的 性 质 。 对 于 奇异 值 问题 ,其 特性 就 是 任 
何 奇 异 抢 阵 的 特性 。 


10.8 约 当 型 和 舒 尔 型 
特征 值 分 解 试图 找到 一 个 对 角 阵 A 和 一 个 非 奇异 矩阵 X 使 得 
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A=XAX-i 
特征 值 分解 有 两 个 困难 。 理 论 上 的 困难 是 , 这 种 分 解 并 非 总 是 存在 的 。 数 值 上 的 困难 是 ， 即 
使 存在 ， 它 也 不 可 能 为 鲁 做 的 计算 提供 基础 。 

对 于 不 存在 分 解 的 情况 , 解决 方法 是 找到 尽 可 能 接近 对 角 阵 的 矩阵 来 代替 ,这 产生 了 约 
当 标 准 型 (JCF) 。 对 于 和 鲁 棒 性 的 难点 ,解决 方法 是 用 "三角 阵 " 代 替 “ 对 角 阵 "并 且 使 用 正 交 变 
换 或 者 酉 变换 , 这 产生 了 和 舒 尔 型 。 

一 个 退化 (defective) 和 矩阵 是 指 : 该 矩阵 至 少 有 一 个 多 重 特征 值 , 并 且 这 个 多 重 特 征 值 没 
有 线性 无 关 特 征 向 量 全 集 。 例 如 , gallery(5) 就 是 退化 的 , 因为 0 是 一 个 五 重 数 特 征 值 , 但 
是 只 有 一 个 特征 向 量 。 

JCF 的 分 解 是 这 样 的 

A=X1X-1 
如 果 4 不 退化 , 那么 JCF 就 与 普通 的 特征 值 分 解 相 同 。X 的 列 由 特征 向 量 构成 , 并 且 J 了 = 和 人 
是 一 个 对 角 阵 。 但 是 如 果 A 是 退化 的 , 那么 X 则 是 由 特征 向 量 和 广义 (generalized) 特 征 向 量 
构成 。 和 矩阵 J 的 对 角 线 上 是 特征 值 ， 上 副 对 角 线 与 X 中 非特 征 向 量 对 应 的 位 置 为 1, j 的 其 
余 元 素 为 0。 

MATLAB 符号 工具 箱 中 的 函数 jordan, 使 用 Maple 和 无 限制 精度 有 理 算法 来 计算 小 托 
阵 的 JCF, 这 些小 矩阵 的 元 素 要 么 是 较 小 的 整数 要 么 是 它们 的 比值 。 如 果 特 征 多 项 式 没有 有 
理 根 ，Maple 就 认为 所 有 的 特征 值 都 不 同 , 并 且 生 成 一 个 对 角 JCF。 

JCF 是 矩阵 的 非 连 续 函 数 。 几 乎 退化 矩阵 的 所 有 扰动 ,都 能 导致 一 个 多 重 特征 值 分 离 成 
几 个 不 同 的 值 , 并 且 消 掉 JCF 上 副 对 角 线 中 的 1。 接近 退化 的 撼 阵 有 条 件数 很 差 的 特征 向 量 
集 , 并 且 得 到 的 相似 变换 不 能 用 来 进行 可 靠 的 数值 计算 。 

舒 尔 型 可 以 提供 一 个 数值 上 令 人 满意 的 JCF 选择 。 所 有 的 竹 阵 都 可 以 通过 西 相似 变换 
变 成 上 三 角形 式 : 

刀 = TEAT 
矩阵 4 的 特征 值 分 布 在 舒 尔 型 日 的 对 角 线 上 。 因 为 酉 变换 有 很 好 的 条 件数 ， 所 以 它们 不 会 
放大 误差 。 

例如 ， 


及 = gallery(3) 
[IT,B] = schur (R) 


结果 为 
及 = 
-149 -50 -154 
S37 180 5S46 
-27 -9 -25 
下 = 
0.3162 -0.69529 0.6882 
-0.9487 -0.2176 0.2294 
0.0000 0.7255 0.6882 
也 = 
工 .0000 -7.1119 -815.8706 
0 2.0000 -55.0236 


0 0 3.0000 
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如 的 对 角 线 元 素 就 是 A 的 特征 值 。 如 果 A 是 对 称 和 矩阵 ，B 就 是 对 角 阵 。 在 这 种 情况 下 B 中 
非 对 角 线 上 的 大 元 素 可 以 度量 A 的 不 对 称 性 。 


10.9 _QR 算法 


QR 算法 是 计算 领域 中 最 重要 、 使 用 最 广泛 、 最 成 功 的 工具 之 一 。 它 的 几 个 变形 被 用 在 
了 MATLAB 的 数学 内 核 中 。 它 们 用 来 计算 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 , 实 非 对 称 惩 阵 , 复 和 矩阵 以 
及 一 般 矩 阵 的 奇异 值 。 这 些 函 数 被 依次 用 来 求 多 项 式 的 根 , 求解 特殊 的 线性 系统 ,考察 稳定 
性 以 及 用 来 完成 各 种 工具 箱 中 的 许多 其 他 任务 。 

很 多 人 为 发 展 各 式 各 样 的 QR 算法 做 出 了 贡献 。 首 次 完整 的 实现 以 及 重要 的 收敛 性 分 析 
是 由 J.H.Wilkinson 完成 的 。Wikkinson 的 书 Te Algepraic FEigexrzualue Proplem [S6] 以 及 两 个 
基础 性 的 论文 发 表 于 1965 年 

QR 算法 (algorithm) 基 于 反复 使 用 第 5 章 讨论 的 QR 分 解 (factorization) 。 字 母 “Q" 表 示 
正 交 和 抢 阵 或 者 丁 扼 阵 ; 字母 “R? 表 示 右 ,或 者 上 , 三 角 乍 阵 。MATLAB 中 的 ar 命令 ,可 以 将 
任何 矩阵 , 包括 实 的 或 者 复 的 , 方 阵 或 者 长 方 阵 分 解 成 正 交 和 矩阵 Q 与 只 有 上 三 角 或 右 三 角 元 
素 为 非 零 的 矩阵 尺 的 积 。 

使 用 dr 函数 , 可 以 在 MATLAB 中 用 一 行 就 写 出 一 个 QR 算 靳 的 简单 变形 , 被 称 作 单位 
移 算法 。 令 A 为 一 个 方 阵 ,从 下 面 语 名 开始 


SiIze(RA,1I) 
eye (ny,Dn) 


工 


那么 , 单位 移 QR 迭代 的 一 步 可 以 如 下 实现 


SS=RAnn))i fQ,R] = Gr(RA- SxI)) 愉 = RrQ + Sx 工 


如 果 把 这 些 命令 输入 在 一 行 里 ,就 可 以 使 用 上 下 箭头 重复 运行 。s 的 值 就 是 转移 大 小 ， 

它 可 以 加 速 收 仿 。QR 分 解 把 年 阵 变 为 三 角 阵 ; 
4-sST=QR 
然后 倒序 乘积 RQ 恢复 出 特征 值 ， 因 为 
RQ+T=QIA4A-s)Q+sT=QIAQ 

所 以 新 矩阵 A 正 交 相 似 于 原始 的 抢 阵 A。 每 次 迭代 都 能 有 效 的 将 一 些 “ 质 量 " 从 下 三 角 转 移 
到 上 三 角 , 而 且 保 持 特 征 值 不 变 。 随 着 和 迭代 反复 进行 ,所 得 的 矩阵 越 来 越 接 近 上 三 角 拖 阵 ， 
该 矩阵 的 特征 值 也 渐渐 的 出 现在 对 角 线 上 。 

例如 , &R = gallery(3) 


-149 -50 -154 
537 180 546 
-27 -9 -25 
第 一 次 选 代 结果 为 
28.8263 -259.8671 773.9292 
1.0353 -8.6686 33.1759 
-0.5973 5.5786 -14.1578 


已 经 使 较 大 的 元 素 移动 到 上 三 角 部 分 了 。 再 经 过 五 次 迭代 , 我 们 有 
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2.7137 =d1L0.5427. -8145:0932 
-0.0767 1.4719 -76.5847 
0.0006 -0s0039 工 .8144 


已 知 该 矩阵 的 特征 值 为 1, 2，3, 现在 可 以 初步 看 出 这 3 个 值 在 对 角 线 上 了 。 再 经 过 五 次 迭 
代 , 结果 是 


350716 =ye56952 8025l201 
05.04193 0.9284 158.9556 
-0.0000 0.0000 2.0000 


其 中 一 个 特征 值 已 经 被 准确 计算 出 来 , 并 且 对 角 线 以 下 紧邻 它 的 元 素 已 经 为 0。 此 时 应 该 缩 
小 问题 的 规模 并 继续 迭代 左上 角 的 2x2 子 阵 。 

QR 算法 在 实际 中 不 以 这 种 简单 形式 使 用 。 它 一 般 会 先 被 归 约 成 Hessenberg 形 , 也 就 是 
副 对 角 线 以 下 的 元 素 都 为 0。 这 种 归 约 后 的 形式 在 迭代 过 程 中 保持 不 变 , 并 且 分 解 可 以 更 快 
的 进行 。 此 外 , 位 移 策略 也 更 复杂 , 并 且 不 同 算法 的 位 移 策略 也 不 同 。 

最 简单 的 变形 涉及 实 对 称 和 矩阵 。 在 这 种 情况 下 , 归 约 的 结果 是 三 角 和 矩阵 。Wilkinson 给 
出 了 一 种 位 移 策略 , 并 且 证 明了 一 个 全 局 收敛 定理 。 即 使 存在 售 人 误差 ， MATLAB 中 的 该 
执行 程序 对 所 有 的 例子 都 是 成 功 的 。 

QR 算法 的 SVD 变形 是 先 规约 成 双 对 角 线 形式 , 这 种 形式 可 保留 原来 的 奇异 值 。 它 与 对 
称 特征 值 欠 代 一 样 可 以 保证 收敛 性 质 。 

实 非 对 称 矩 阵 的 情况 要 更 复杂 一 些 。 在 这 种 情况 下 , 给 定 矩 阵 的 元 素 是 实 的 , 但 是 其 特 
征 值 可 能 是 复 的 。 实 矩阵 采用 一 种 可 以 处 理 两 个 实 特征 值 或 者 复 共 斩 特 征 值 的 双 移 策略 。 早 
在 30 年 前 ， 人们 就 知道 了 基本 和 迭代 的 反例 , 并 且 Wilkinson 引入 了 一 个 "ad ha 位 移 来 处 理 它 
们 。 但 是 没 人 能 够 证 明 完整 的 收敛 定理 。 所 以 理论 上 讲 ，MATLAB 的 seig 函数 可 能 运行 失 
败 并 且 报告 一 个 不 收敛 的 错误 信息 。 


10.10  eigsvdgui 


图 10-5 和 10-6 是 eigsvdgui 计算 非 对称 和 矩阵 和 对 称 和 矩阵 特征 值 的 过 程 图 示 。 图 10-7 是 
eigsvdgui 计算 非 对 称 和 矩阵 奇 异 值 的 过 程 图 示 。 





图 10-$5_eigsvdgui, 非 对 称 和 矩阵 


图 10-5 显示 了 计算 一 个 二 xz 实 非 对 称 矩 阵 的 特征 值 的 第 一 阶段 。 该 阶段 是 半 -2 个 正 
交 相 似 变换 的 序列 。 第 丰 次 变换 用 Householder 反射 使 第 & 列 副 对 角 线 下 方 的 元 素 变 为 0。 
第 一 阶段 的 结果 被 称 作 Hessenberg 矩阵 , 第 一 个 副 对 角 线 下 方 元 素 都 为 0。 

tor K = 1:RA=2 


训 这 人 7 
UL1L:Kk) ma ,0 
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Sigma = Dorm(u) ; 
if sigma ”= 0 
if u(k+1) < 0，sigma = -sigma; end 
U(k+1l) = U(k+1l) + Sigma; 
rho = 1/(sigmaxu(k+1) ) ; 
V = LihoxAxu; 
WwW = Thox (QU'*A) ' :; 
g9amma = Lho/2xu'xV;， 
过 - 9ammarx*U: 
= - 9ammaxUy' 
王 = Vyxu” = UnxwW' : 
入 (上 +2 nr) 三 0; 
ena 
end 


QR 算法 的 第 二 个 阶段 是 使 第 一 副 对 角 线 元 素 变 为 0。 一 个 实 非 对 称 矩 阵 一 般 会 有 一 些 
复 特征 值 , 所 以 不 太 可 能 将 它 完 全 变换 成 上 三 角 登 尔 型 。 而 是 生成 对 角 线 由 1x1 和 2x2 的 
子 阵 构成 的 实 舒 尔 型 。 对 角 线 上 每 个 1Xx1 的 矩阵 就 是 原始 矩阵 的 一 个 实 特征 值 , 每 个 2x2 
的 块 的 特征 值 是 原始 矩阵 的 一 对 复 共 二 特 征 值 。 





图 10-6 _eigsvdgui， 对 称 和 矩阵 


10-6 所 示 的 对 称 矩 阵 的 特征 值 计 算 也 包括 两 个 阶段 。 第 一 阶段 结果 ,是 一 个 对 称 的 
Hessenberg 阵 , 所 以 它 是 三 对 角 线 矩阵 。 由 于 实 对 称 和 矩阵 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 ,第 二 个 阶 
段 的 QR 迭代 可 以 将 副 对 角 线 全 0 化 ,得 到 一 个 只 含有 特征 值 的 实 对 角 阵 。 

图 10-7 是 eigsvdgui 计算 非 对 称 和 矩阵 奇异 值 的 结果 。 由 于 乘 以 任何 正 交 和 抢 阵 特征 值 都 
保持 不 变 , 所 以 没 必 要 使 用 相似 变换 。 第 一 个 阶段 先 用 Householder 反射 使 每 列 对 角 线 下 方 
元 素 变 为 0,， 然 后 再 用 不 同 的 Householder 友 射 把 对 应 行 的 第 一 副 对 角 线 在 侧 变 为 0。 这 个 过 
程 产 生 一 个 和 原始 矩阵 有 相同 奇异 值 的 上 双 对 角 矩 阵 。 然 后 QR 和 迭代 将 副 对 角 线 也 变 为 0 从 
而 形成 一 个 只 含 奇 异 值 的 对 角 阵 。 





图 10-7 eligsvdgui，SVD 
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10.11 主 分 量 


主 分 量 分 析 也 叫 PCA(principal component analysis) , 通过 一 系列 “简单 "矩阵 的 计算 来 近 
似 一 个 一 般 和 矩阵。 所 谓 “ 简 单 ”, 这 里 是 指 秩 为 一 的 抢 阵 。 所 有 的 行 都 是 差 一 个 倍数 , 所 有 的 
列 也 是 。 令 4 是 一 个 任意 实 妈 x72 矩阵 , 简化 的 SVD 为 
A=UDZVI 
也 可 以 重 写成 
A= 下 1 十 王 十 … 十 了 上 
其 中 训 =min(m ,2 )， 分 量 委 阵 兢 是 秩 一 外 积 : 
于 =aaxkoc 
且 的 每 一 列 是 矩阵 避 第 & 列 大 的 倍数 ,每 一 行 是 矩阵 V 第 & 列 的 转 置 中 的 倍数 。 这 些 分 量 
和 抵 阵 彼此 之 间 都 是 正 交 的 ， 
已 大王 0， 7 天 
每 个 分 量 矩 阵 的 范 数 是 对 应 的 奇异 值 : 
| Ex 一 CON 
因此 每 个 分 量 和 矩阵 瑟 在 重建 矩阵 A 时 所 起 的 作用 由 奇异 值 mx 决定 。 
如 果 只 取 前 >< 记 项 求 和 ， 
4 = 下 1 十 瑟 2 十 十 下 
结果 是 原始 矩阵 A 称 为 > 的 近似 矩阵 。 事 实 上 ，A, 是 所 有 秩 为 > 的 矩阵 中 与 4 最 接近 的 , 可 
以 证 明 这 种 近似 的 误差 是 
14-4-|=c3a 
因为 奇异 值 是 降序 的 , 所 以 近似 的 精度 随 着 秩 的 增加 而 增加 。 
PCA 的 应 用 范围 非常 广泛 , 包括 统计 学 、 地 球 科 学 和 考古 学 。 它 的 描述 有 很 多 种 , 可 能 
最 常见 的 是 用 交叉 乘积 矩阵 AIA 的 特征 值 和 特征 向 量 来 描述 。 因 为 
AIAV=VZ? 
矩阵 Y 的 列 就 是 424 的 特征 向 量 。 和 矩阵 UL 的 列 向 量 , 通过 奇异 值 换 算 后 , 从 下 式 获 得 
U2=AV 
矩阵 A 通常 通过 减 去 列 的 平均 值 然后 除 以 它们 的 标准 差 来 标准 化 (standardized)。 这 样 交 叉 
乘积 矩阵 就 是 相关 和 矩阵 了 。 
因子 分 析 对 移 阵 A 的 元 素 作 一 些 附 加 统计 假设 ,提供 了 密切 相关 的 技术 并 且 在 计算 特 
征 值 和 特征 向 量 之 前 对 ALA4 对 角 线 上 的 元 素 作 修改 。 
举 个 PCA 的 简单 例子 , 一 个 没有 经 过 修改 的 算 阵 A, 假设 我 们 度量 六 个 物体 的 高 度 和 重 
量 并 且 得 到 下 面 的 数据 


及 = 


47 15 
93 35 
53 1S 
4S TO 
67 27 
42 10 


图 10-8 中 深 色 柱 状 图 表示 这 些 数 据 。 
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100 高 度 
国生 data 
80 国 罩 pca 
60 
40 
20 
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40| 
| 于 量 data 
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20 
10 
0 
1 之 3 4 5 6 


图 10-8 数据 的 PCA 
我 们 期 望 发 现 高 度 和 重量 的 关联 ， 认 为 存在 一 个 潜在 的 分 量 一 称 它 为 “尺寸 "一 能 够 同时 
预测 高 度 和 重量 。 语 名 


[U,S,V] = svdq(A,0) 
sigma = Qiag(S) 


结果 为 
U = 
9.3153 0..1056 
0.6349 -0.3656 
0.3516 9.325393 
0-2929 0 与 222 
0.461TI -0.4562 
0.2748 0.4620 
V 一 ， 
0.9468 UL9 
0.3219 -0.9468 
Sigma = 
156.4358 
8.7658 
注意 Il1 要 比 0I2 大 很 多 ， 及 的 秩 一 近似 为 
E1L = sigma(1)xU(:，,1)*V(:， 1) 
EL = 


46-70921 15528762 
940315 3159657 
52.0806 17.7046 
43.3857 14.7488 
68.2871 2 于 33 
40.6964 13.8346 


换 句 话说 , 潜在 的 单一 主 分 量 是 
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size = Sigma(1)*U(:,1) 


Size = 
49.3269 
99.3163 
55.0076 
45.8240 
22509 
42.9837 


由 下 式 , 这 两 个 被 测量 就 可 以 被 很 好 的 近似 
height 六 SizexV(1,1) 
welight 祥 SizexV(2,1) 
图 10-8 中 的 浅 色 柱 状 图 表示 这 些 近似 。 
一 个 更 大 的 例子 来 自 数字 图 像 处 理 , 以 下 这 些 命令 


1oadq aqetail 

SBUbPJLot (2727 了 ) 

image (X) 

colormap (gray(64) ) 

axis image， axis off 

Z = Iank (XXX) 

title(['rank = ′ int2stzr(z)]) 


生成 图 10-9 的 第 一 个 子 图 。 用 load 命令 得 到 一 个 359 x 371 的 矩阵 X, 并 且 数 值 上 是 满 秩 
的 。 它 的 元 素 在 1 到 64 之 间 , 表示 灰 度 图 的 灰 度 值 。 最 后 的 图 是 Abrechz Diirer 蚀刻 画 
“Melancolia IT 的 详 图 ,表示 一 个 4x4 的 约 方 。 下 面 语句 


[U,S,V] = svd(X,0) ; 
sigma = qiag(S) ; 
Semilogy (sigma,“.) 





图 10-9 ”Dairer4 约 方 的 主 分 量 分 析 
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生成 图 10-10 所 示 的 和 矩阵 X 奇异 值 的 对 数 图 像 ， 从 图 中 我 们 可 以 发 现 奇异 值 下 降 得 很 快 。 只 
有 一 个 值 大 于 104 和 六 个 值 大 于 103 值 。 

图 10-9 中 另外 三 副 子 图 是 X 的 主 分量 近 似 得 
到 的 图 像 ， 分 别 为 >=1,， ”>=20 和 =100 的 情况 。 
秩 一 近似 的 结果 是 外 积 玉 ; = clzl 叶 产生 的 水 平和 
竖 直 线 ， 这 种 棋盘 状 的 结构 是 图 像 低 秩 主 分 量 近 似 
的 典型 结果 。 在 ~ = 20 的 时 候 每 个 数字 都 可 以 识 
别 。r = 100 的 近似 的 视觉 效果 已 经 和 满 秩 的 图 像 
差不多 了 。 

虽然 图 像 的 低 阶 近似 比 满 秩 的 图 像 确实 要 节 
省 很 多 计算 机 的 存储 和 传输 时 间 , 但 是 人 们 已 经 掌 和 有 00 和 200 35 300 50 
握 了 更 有 效 的 数据 压缩 技术 。PCA 在 图 像 处 理 中 
的 主要 应 用 是 特征 识别 。 


10.12 圆 生成 丹 


下 面 的 算法 用 于 在 带 有 绘图 显示 器 的 计算 机 上 画 圆 , 这 里 不 涉及 MATLAB 和 浮 点 运算 。 
这 个 程序 是 用 机 器 语言 写 的 , 并 且 只 涉及 整数 计算 。 圆 生成 程序 是 这 样 的 
并 32768 
Y 0 
研 : LoaQ Y 
Shitt zight 5 bitSs 
addq XXX 
StOLe 二 mn 区 
change Sign 
Snhiftt right 5 bits 
adqQq Y 
StoOre jn y 
DJ1Lot X Y 
ge te 工 


为 什么 这 段 程序 可 以 画 圆 ? 事实 上 , 它 画 的 真 的 是 一 个 圆 么 ?其 中 没有 trig 函数 , 没有 平方 
根 , 也 没有 乘除 法 。 它 完全 使 用 移 位 和 加 法 来 实现 。 

这 个 算法 的 关键 之 处 在 于 , 新 x 被 用 在 新 Y 的 计算 中 。 这 对 于 计算 机 来 说 是 很 方便 的 ， 
因为 它 意味 着 你 只 需要 两 个 存储 空间 , 一 个 存 x, 另 一 个 存 Y 而 且 , 正如 我 们 将 看 到 的 , 这 
也 是 为 什么 此 算法 是 有 效 的 。 

以 下 是 这 个 算法 的 MATLAB 实现 代码 





图 10-10 ”奇异 值 (对 数 义 度 ) 


丰 上 4 


hn = 1/32:; 
X= 1 工 ; 

三 0 ; 
while 1 


Dlot (xy .) 
Qrawnow 
end 





特征 信 与 村 央 值 247 


M 文 件 circlegen 让 我 们 可 以 尝试 不 同 的 步 长 值 hn, 它 在 背景 中 绘 出 了 一 个 真实 的 圆 。 
图 10-11 显示 了 经 认真 选择 的 默认 值 h = 0.20906 的 结果 。circlegen(h) 用 更 小 的 h 值 能 生 
成 更 好 的 结果 , 你 可 以 自己 对 circlegqen(h) 试 试 不 同 的 h 值 。 


10.20906 





~1 -0.S 0 0.S 1 


图 10-11 ， circlegen 
令 (ze，) 表 示 第 ”个 点 的 位 置 , 那么 迭代 的 过 程 就 是 
ar+l 一 nm 十 Pyn 
yn+1 三 因 一 Arn+l 
关键 是 zs+1 出 现在 第 二 个 方程 的 右 端 , 把 第 一 个 方程 代 人 第 二 个 可 以 得 到 
at+1 一 nm 十 尹 yn 
xl 一 hz 二 (1 和 )oym 


把 它 写 成 矩阵 的 形式 ， 现 在 令 z 志 表示 第 ”个 点 对 应 的 2 维 向 量 , 令 A 表示 辆 生成 器 
(circle generator) 甜 阵 


用 这 样 的 形式 ,迭代 可 以 简单 表示 为 
Tan+1l 二 Arn 
于 是 有 
Zn 三 A7*z0 
所 以 ,问题 就 变 成 : 对 于 上 的 不 同 值 ， 圆 生成 器 怎 阵 的 寡 是 什么 样子 ? 
对 于 大 多 数 和 矩阵 A，A4”* 的 性 质 由 它 的 特征 值 (eigenvalues) 决 定 。MATLAB 语句 
[ 芭 ,Larmbdqaj = eig (有 ) 


可 以 得 到 一 个 对 角 (diagonal) 特 征 值 矩 阵 A 及 其 对 应 的 特征 向 量 和 矩阵 X, 使 得 
A4X=XA 
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如 果 X-:! 存 在 , 那么 


A=XAX-1 
并 且 有 
2 二 XAzX -1 
所 以 , 如 果 特 征 向 量 矩 阵 非 奇异 并 且 特 征 值 (也 就 是 矩阵 A 的 对 角 线 元 素 ) 满 足 
[sl1 
那么 寡 A" 是 有 界 的 。 


举 一 个 简单 的 例子 ,输入 
hn = 2xrana, 有 A= [1h -hl1-h”2]，lambaa = eig(A) ，abs(1Iambaa) 
重复 使 用 上 下 稍 头 和 回 车 重复 最 终 可 以 验证 如 下 结论 : 


对 于 任何 满足 0< 疡 <2 的 户 ， 圆 生成 器 矩阵 A 的 特征 值 都 是 绝对 值 为 1 的 复数 。 
符号 工具 箱 提供 了 一 些 帮 助 来 实际 证 明 这 个 事实 , 代码 


Syms 
A= [1h -hnh1-h2 2] 
Tambqa = elig (A) 


创建 一 个 符号 版 的 迭代 矩阵 ,并 且 找 到 它 的 特征 值 。 


1， 了 ] 
-hn，1-h>2]j] 


Lambaqaa = 

[ 1-1/2x*h*2+1/2*(-4xh^2+h^4)^(1/2)] 

[ 1-1/2x*h*2-1/2* (-4x*h^2+h^4)^(1/2)] 
语句 

abs (1ambdal) 


不 起 任何 作用 ,部 分 原因 是 我 们 还 没有 给 符号 变量 h 做 任何 假设 。 
如 果 |A|<2, 就 会 涉及 到 负 值 的 平方 根 , 特征 值 将 是 复 的 。 珑 阵 的 行列 式 是 其 特征 值 的 
积 。 用 下 面 代码 进一步 说 明 


Q = qQet (AI) 
或 者 

Q = Simple(Prod(1ambda) ) 
结果 都 是 

Q = 


工 


所 以 ,| 着 <2 时 , 特征 值 4 就 是 复 的 , 并 且 它们 的 乘积 是 1, 所 以 它们 一 定 满足 |X| =1。 
因为 


=1 一 AD 士 六 V 一 1+ 庆 4 
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这 个 结果 不 是 很 清楚 ， 如 果 我 们 定义 6 为 


cosg= 工 -2 [2 
或 者 
sing= 瑚 V1-j 央 人 4 
那么 
A=cos0 土 zsinb 296 
符号 工具 箱 通过 下 面 证 明了 这 点 


hneta = acos (1-h 2/2) ; 
Lambaa = [cos (thetal) -1ix*Sin(theta) ;cos (theta)+ixsin(thetal)] 
Qiff = Simple(lambqaa-Lambday) 
结果 是 
LambaGa = 
[ 1-1/2*h`2-1/2*ix(4x*h2-h^ 4)^(1/2)] 
[ 1-1/2*h*2+1/2vxix(4*h*2-h^4)~^(1/2)] 
Qiftf = 


[ 0] 
[ 0] 


总 之 , 这 证 明了 | 站 <2 时 , 圆 生 成 器 矩阵 的 特征 值 为 


入 一 人 这 
这 些 特征 值 是 不 同 的 , 因此 和 扼 阵 X 一 定 是 非 奇异 的 并 且 
e2g 0 _ 
人 e 


如 果 步 长 疡 恰好 与 6=2rxvp 相对 应 ,其 中 是 一 个 整数 ， 那么 这 个 算法 在 重复 自 身 之 
前 ,只 生成 户 个 离散 点 。 
算法 生成 的 圆 和 实际 的 出 到 底 有 多 接近 呢 ? 事实 上 ， 图 生成 器 生成 的 是 本 加 。 随 着 步 长 
A 逐渐 减 小 , 椭圆 越 来 越 接近 圆 。 椭 圆 的 纵横 比 (aspect ratio) 是 它 的 长 轴 利 短 轴 的 比值 ,可 
以 证 明生 成 器 生成 椭圆 的 纵横 比 等 于 特征 向 景 矩 阵 X 的 条 件 孝 (condition number)。 和 抑 阵 的 
条 件数 可 以 通过 MATLAB 中 的 cond(X) 来 计算 ,这 个 在 第 2 章 线性 方程 组 中 进行 过 更 详细 
的 讨论 。 


2x2 的 常 微 分 方程 系统 的 解 
也 二 Qz 
其 中 
0 1 工 
o-(-; 0 
- 的 解 为 一 个 圆 
cost sint 
0 人 ( 
所 以 和 迭代 矩阵 
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可 以 生成 完美 的 圆 。cosP 和 sinA 的 泰勒 级 数 表 示 我 们 的 圆 生 成 器 的 迭代 和 矩阵 
1 玉 
4a-| 有 
随 着 /的 减 小 会 逼近 完美 的 圆 。 
10.13 更 多 阅读 


有 关 和 矩阵 计算 的 参考 文献 [2, 18, 2$5，5$，56, 57] 讨 论 了 特征 值 问题 。 另 外 ，Wilkinson 
的 经 典 著 作 [65] 仍 然 有 用 且 值 得 阅读 。 文 献 [36] 介 绍 了 ARPACK 软件 包 , 它 是 针对 稀 朴 矩 
阵 的 eigs 函数 的 基础 。 


习题 

10.1 对 下 面 的 矩阵 和 性 质 进 行 匹 配 ， 为 每 个 抢 阵 选择 最 恰当 的 性 质 。 每 种 性 质 可 以 对 应 一 
或 多 个 矩阵 。 
magic(4) 对 称 
hess (magic(4) ) 退化 
SCchuzr (maglic(5) ) 正 交 
Pascal (6) 奇异 
hess (Pascal (6) ) 三 对 角 线 阵 
Schur (Pascal (6) ) 对 角 阵 
Orth (gallexzy(3) ) Hessenberg 型 
gallery(5) 舒 尔 型 > 
galLlezry(' frank'“ ,12) 约 当 型 


2 
[110;02141; 003] 
[210;021; 002] 


10.2 (〈a) 矩阵 magic(n) 的 最 大 特征 值 是 多 少 ? 为 什么 ? 
(b) 和 矩阵 magic(n) 的 最 大 奇异 值 是 多 少 ? 为 什么 ? 
10.3 作为 的 函数 , 求 xzm 的 傅 里 叶 和 矩阵 fft(eye(n) ) 的 特征 值 。 
10.4 运行 下 面 的 代码 
TI01:， 
ones (nn-1,1) ; 
aiag(a,1) + qiag(Q,-1) ; 
elig (有 ) 
Plot(- (n-1)/2:(n-l)/2,e,.) 


你 能 认 出 结果 是 什么 曲线 吗 ? 可 以 猜 出 这 个 矩阵 的 特征 值 公式 吗 ? 
10.5 在 复 平面 上 画 出 矩阵 A 的 特征 值 轨迹 ,其 中 A 的 元 素 为 
元 六 1 
随 着 : 在 0<z<1 之 间 变 化 , 你 的 图 像 看 起 来 应 该 像 图 10-12 那样 。 
10.6 (al) 理论 上 讲 , condeig(gallery(S)) 得 到 的 向 量 其 元 素 应 该 是 无 限 大 , 为 什么 ? 
(b) 实际 计算 的 结果 只 有 1018 左 右 , 为 什么 ? 
10.7 ”该 练习 使 用 符号 工具 箱 研 究 一 个 经 典 的 特征 值 测试 矩阵 ，Rosser 矩阵 。 
(a) 可 以 通过 下 面 代码 来 准确 计算 一 个 Rosser 矩阵 的 特征 值 , 并 且 把 它们 按照 升序 排列 


0 2 妆 


0 一 
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图 10-12 ”特征 值 轨迹 


只 = Sym(-osSer) 

e = elig(R) 

[ignore,k] = Sort (daouble(e) ) 
e = e(k) 


为 什么 不 能 仅 使 用 es = sort(eig(R)) 呢 ? 
(b) 可 以 通过 下 面 的 代码 来 计算 并 显示 R 的 特征 多 项 式 


P = Poly(R) 
ff = factor(P) 
Pretty (E) 


E 中 的 娜 项 对 应 e 中 的 哪个 特征 值 ? 
《c) 下 面 代码 完成 了 什么 功能 ? 


e = elig(sym(rosSsezr) ) 
= elig(rosser) 

aoupblave) - 工 

Qouble(e - Lz) 


(d) 为 什么 (c) 的 结果 的 阶 是 10- 2 而 非 eps? 
(e) 把 R1, 1) 由 611 改 为 612, 并 计算 修改 后 矩阵 的 特征 值 。 为 什么 缚 果 的 形式 不 同 了 ? 


下 面 两 个 矩阵 
P = gallery('pascal' ,12) 
PR = 9allery('frank' ,12) 


具有 这 样 的 性 质 : 如 果 ) 是 特征 值 的 话 , 那么 1/A 也是。 计算 出 的 特征 值 是 否 还 有 这 
个 性 质 ? 用 condeig 来 解释 这 两 个 矩阵 的 不 同性 质 。 

比较 下 面 计算 和 矩阵 奇异 值 的 三 种 方法 。 

SVQ (及 ) 

SGLL (elig (有 xRA) ) 

2 = zeros (size(A)); ss = eig([2 有 RA' 2j); ss = sS(sS>0) 


10.10 用 eigsvdgui 对 随机 矩 阵 randn(n) 进 行 实验 。 选 择 与 计算 机 速度 相称 的 n 值 并 且 分 


别 考 察 eig，symn 和 svd。eigsvdgui 的 标题 显示 了 选 代 次 数 。 一 般 说 来 , 这 三 个 不 
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10.11 


10.12 


10.13 


同 变 体 的 迁 代 次 数 与 矩阵 的 阶 数 有 何 关 系 ? 
选择 na 值 生成 一 个 矩阵 


有 = diag(ones (n-1,1)，-1) + Qiag(1,n-I):; 


运行 下 面 的 语句 , 并 解释 下 面 结 果 中 你 观察 到 的 现象 

eigsvdgui (ARA,'eigr ) 

eigsvdgui (有 ,SSymm' ) 

eigsvdgui (ASsvVd' ) 

NCN 文件 imagesvd.m 可 以 帮助 你 考察 PCA 在 数字 图 像 处 理 中 的 应 用 。 EN 
可 以 使 用 你 自己 的 照片 。 如 果 能 使 用 MATLAB 的 图 像 处 理工 具 箱 , 你 可 以 使 用 它 
高 级 功能 。 但 是 即使 没有 这 个 工具 箱 ， 基 本 的 图 像 处 理 操作 也 可 以 进行 。 对 Tea 
格式 的 彩色 x2 图 像 ， 语 名 


X = imreadq('myphoto.jpg' ) ; 


生成 一 个 三 维 的 盖 x7zx3 数 组 X, 用 3 个 和 xz 维 子 数组 分 别 表示 红 ,， 绿 和 蓝 色 分 
量 。 可 以 分 别 计算 三 种 色彩 的 m xz 矩阵 的 SVD。 另 外 还 可 以 通过 下 面 的 语句 改变 
X 的 维 数 来 减少 工作 量 。 

X = eshape (X,R,3*D) 


然后 计算 一 个 闷 x37 矩阵 的 SVD。 

(a) imagesvd 中 基本 计算 可 用 下 面 的 代码 完成 
[V,S,U] = svd(X' ,0) 
与 
[U,S,V] = svaq(X,0) 


相 比 , 结果 如 何 呢 ? . 
(b) 近似 秩 数 的 选择 对 图 像 的 视觉 质量 影响 怎样 ? 这 个 问题 没有 一 个 准确 的 答案 ， 

你 的 结果 和 你 选择 的 图 像 以 及 你 的 判断 会 有 很 大 关系 。 

该 练习 是 考察 由 德国 波 鸿 Ruhr 大 学 生物 运动 实验 室 的 Nikolaus Troje 开发 的 人 类 的 
行进 模型 。 他 们 在 网 页 上 提供 了 互动 的 演示 例子 [7]。 关于 这 
项 研究 的 沿 条 论文 也 可 以 在 网 上 找到 [59， 60]。 

Troie 的 数据 是 在 踏板 上 行走 人 身上 配 戴 的 传感器 采集 下 
来 的 。 他 的 模型 是 一 个 带 有 向 量 值 系数 的 五 项 傅立叶 级 数 ,该 
模型 中 向 量 的 系数 是 通过 实验 数据 的 主 分 量 分 析 得 到 的 。 其 中 
的 分 量 被 称 作 体态 (postures) 或 者 特征 体态 (egienpostures)， 对 
应 于 静态 砍 势 , 前 进 运动 ， 侧 向 运动 和 两 种 跳跃 / 反 跳 运动 。 
跳 九 和 反 跳 运动 区 别 在 于 身体 的 上 半 部 分 和 下 半 部 分 之 间 相 位 
的 关系 不 同 。 这 个 模型 纯粹 是 描述 性 的 , 它 没 直接 用 到 任何 运 
动物 理 定 律 。 

人 体位 置 w(z) 由 45 个 时 间 函 数 描述 ， 这 45 个 函数 对 应 


三 维 空间 中 1S 个 点 的 位 置 。 图 10-13 是 一 个 普 态 的 截图 。 模 
型 如 下 图 10.13 行走 者 休息 
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了 (ti) 三 1 二 ww2sincof 二 W3cosct 十 w4Sin2cuz 十 05CcOS2cot 

如 果 把 体态 wy， ,，…，ps 看 作 一 个 43$x5 和 矩阵 V 的 列 , 那么 vw( 贡 的 计算 涉及 到 抢 

阵 向 量 乘 。 然 后 得 到 的 向 量 可 以 被 组 织 成 13x 3 的 和 矩阵 以 给 出 空间 的 坐标 。 例 如 ， 

在 上 = 0 时 , 时 变 的 系数 构成 向 量 w = [10101] 。 所 以 reshape(Vx w, 15,，3) 生 

成 初始 位 置 的 坐标 。 
个 体 实 验 对 象 的 五 种 体态 可 以 通过 主 分 量 和 传 里 叶 分 析 的 组 合 来 获得 。 特 征 频 

率 w 是 一 个 独立 的 速度 参数 。 如 果 用 单独 的 特征 在 实验 对 象 上 求 体态 的 平均 值 , 那 

么 结果 就 是 一 个 具备 那 种 特征 的 “典型 ”行进 者 的 模型 。 这 些 特 征 可 以 在 网 页 上 的 演 

示例 子 中 获得 , 其 中 包括 男性 /女性 , 体重 / 体 轻 ， 紧 张 / 放 松 以 及 高 兴 / 钥 丧 。 

M 文 件 walker.a 基 于 一 个 典型 女性 行进 者 的 体态 户 ， 户 , …， 方 和 一 个 典型 男 

性 行进 者 的 体态 mmz，mz，…，zas。 系 数 SI 用 于 调节 行进 速度 。 系 数 *>>，…，55 用 于 

调节 每 种 分 量 对 总 体 运 动产 生 影 响 的 大 小 。 系 数 s6 用 于 调节 女性 行进 者 和 男性 行进 

者 的 线性 组 合 。 如 果 某 个 系数 被 设置 为 大 于 1.0, 则 表示 过 分 强调 某 种 特征 。 下 面 是 

一 个 包括 6 个 调节 系数 的 完整 模型 : 

Fit)= 亡 +szjPsinot+ ss3f3coswut + S4asin2or + 535f5cos2o 
za 人) = 21 十 S27122Sincot 十 S3723COScuzt 十 54724Sin2cot 十 557125COS2 cut 
af(t)=(FG)+M(t))M+S6(CFGE) 一 mt))M2 

(a) 描述 典型 女性 行进 者 和 男性 行进 者 步 态 的 直观 区 别 。 

(b) 文件 walker.mat 包含 4 个 数据 集 。F 和 M 是 通过 分 析 所 有 的 实验 对 象 得 到 的 典 
型 女性 和 男性 的 体态 。&R 和 B 是 两 个 独立 个 体 的 体态 , 那么 AR 和 8 是 男性 还 是 女 
性 呢 ? 

(c) 修改 walker.m, 增加 一 个 挥手 动作 , 作为 一 个 附加 的 人 工 体态 。 

(d) 下 面 的 这 段 程序 完成 了 什么 功能 ? 

1oad walkerSs 
F = reshape(F,15,3,5) ; 
M = reshape(M,15,3,5) ; 
for k = 1 工 :5 
tor JJ = 1:3 
subplot (5,3,j+3* (k-1) ) 
plot([IFE(:, jik) M(: ,jik)]) 
ax = axXxiSsi; 
axis(f1l 15 ax(3:4)]) 


endQ 
enmd 


(e) 修改 walker.m,， 以 便 使 用 一 个 将 幅度 和 相位 作为 参数 的 模型 。 女 性 行进 者 的 模 
型 为 
六 1t= 六 +saisin(ot +33 册 ) 二 S4a2sin(2aut + 59 ) 302 
将 类 似 的 公式 用 于 男性 行进 者 , 通过 s6 保 持 两 个 行进 者 的 线性 组 合 不 变 。 幅 度 
和 相位 由 下 面 的 公式 给 出 
a=V 访 + 肪 
a2=V 六 + 所 
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轴 =tan ( 户 [ 户 ) 
昌 =tan LA/ 廊 ) 
10.14 在 英语 和 很 多 其 他 语言 中 , 元 音 一 般 后 接 辅 音 并 且 辅 音 一 般 也 后 接 元 音 。 这 个 事实 
是 通过 对 一 个 文本 实例 的 有 向 图 频率 抢 阵 进行 主 分 量 分 析 得 到 的 。 英 语 中 有 26 个 字 
母 , 所 以 有 向 图 频率 矩阵 是 一 个 记录 字母 对 出 现 频率 的 26 x 26 的 矩阵 A。 文 本 中 的 
空格 和 其 他 标点 已 被 去 除 , 并 且 整 个 实例 被 认为 是 循环 的 , 因此 第 一 个 字母 跟 在 最 
后 一 个 字母 后 面 。 和 矩阵 的 项 ui 表示 文本 中 第 7 个 字母 紧 跟 在 第 ; 个 字母 后 面 的 次 数 。 
A 的 行 和 列 总 和 是 相同 的 ; 它们 表示 每 个 独立 字母 在 本 实例 中 出 现 的 次 数 。 所 以 第 
五 行 和 第 五 列 总 和 一 般 是 最 大 的 ， 因为 第 五 个 字母 ” E”, 使 用 的 频率 最 高 。 
A 的 主 分 量 分 析 产 生 第 一 个 分 量 ， 
A=oitl 寺 
它 反映 出 了 每 个 字母 的 使 用 频率 。 第 一 个 右 和 左 奇异 向 量 ，xi 和 ui 的 所 有 元 素 符 号 
相同 , 并 且 近 似 与 对 应 的 频率 成 正比 。 我 们 主要 是 对 第 二 个 主 分 量 感 兴趣 
A=zaladlof +azz2z 帮 
第 二 项 在 元 音 - 辅 音 和 辅音 -元 音 的 位 置 上 是 正 值 , 在 元 音 -元 音 和 辅音 -辅音 的 位 置 上 
是 负 值 。NCM 程序 包 中 含有 一 个 函数 digraphm 可 以 进行 这 个 分 析 。 图 10-14 表示 
用 下 面 语句 对 Lincoln”s Gettysburg 演说 的 分 析 结 果 


digraph('gettysbpurg.tXxXt' ) 


字母 表 中 的 第 ; 个 字母 在 图 中 对 应 坐标 为 (wz，zv,?)。 每 个 字母 到 零点 的 距离 大 体 

上 与 其 出 现 的 频率 成 正比 。 符 号 的 模式 使 元 音字 母 和 辅音 字母 被 分 别 画 在 相反 的 象 

限 。 甚 至 还 有 一 些 更 详细 的 结果 。 字 母 *N" 一 般 都 是 前 面 一 个 元 音字 母后 面 一 个 畏 

音字 母 ,， 比 如“D"” 或 者 “G”, 所 以 它 更 多 是 独自 在 一 个 象限 中 出 现 。 另 外 ,，“H” 前 面 经 

常 是 辅音 字母 “T" 后 面 跟 一 个 元 音字 母 *E”, 所 以 它 也 独自 在 一 个 象限 。 

(al) 解释 digraph 是 如 何 使 用 sparse 来 计数 字母 对 , 并 且 创 建 矩 阵 的 , 参考 help 
sparse 会 有 所 帮助 。 1149 字 母 

(b) 用 digraph 测试 其 他 文本 例子 。 大 概 
要 多 少 个 字母 才能 观察 出 这 种 元 音字 
母 -辅音 字母 的 模式 ? 

(c) 你 能 够 找到 至 少 含有 几 百 个 字母 ,但 
不 满足 这 种 规律 的 例子 么 ? 

(d) 用 digrpah 测试 MX 文件 或 者 其 他 源 代 
码 。 计 算 机 的 语言 是 否 有 类 似 的 元 音 -02 
字母 -辅音 字母 规律 呢 ? 

(e) 用 digraph 测试 其 他 语言 的 文本 例子 。 
夏威夷 语 和 法 语 特别 有 趣 。 你 需要 修 -06 
改 digraph 以 适应 不 是 26 个 字母 的 情 6 4 -7 0 02 04 06 
况 。 其 他 的 语言 也 有 英语 中 元 音字 母 - 10-14 有 向 图 矩阵 的 第 二 主 分 量 
辅音 字母 的 规律 么 ? 

10.1S 对 于 以 下 的 步 长 值 彤 , 解释 circlegen 的 现象 。 如 果 这 些 值 有 特殊 性 的 话 , 是 什么 ? 
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轨迹 是 否 是 由 离散 的 点 集 构成 ?” 轨迹 是 否 总 有 界 ? 是 线性 增长 还 是 指数 增长 ? 如 果 
必要 的 话 , 可 以 增 大 circlegen 内 轴 的 范围 ， 以 便 可 以 显示 完整 的 轨迹 。$= (1+ 
v5)/ 是 黄金 分 割 比 : 
户 = V2- 2cos(2x/30) (默认 值 ) 
疡 =1 /多 
户 = 乡 
六 三 1.4140 
六 =V2 
六 三 1.4144 
天 <2 
产 =2 
普 2 
10.16  (a) 修改 circlegen, 使 得 新 点 的 坐标 都 由 旧 的 点 来 确定 ,也 就 是 
ntl 一 Za 十 彤 yn 
yn+l 三 加 一 ADn 
(这 是 求解 圆 常 微分 方程 的 显 式 欧 拉 方 法 (explicit Euler's methoed) ) 这 些 “ 圆 ?发生 
了 什么 变化 ? 和 迭代 怎 阵 是 什么 ? 它 的 特征 值 是 什么 ? 
(b) 修改 circlegen, 使 得 新 点 由 求解 一 个 2x2 的 联 立方 程 组 确定 : 
Zn+1 一 An+l 二 an 
yn+1l 十 几 zn+l 三 yn 
(这 是 求解 圆 常 微分 方程 的 隐 式 欧 拉 方 法 (implicit Euler's method)) 这 些 “ 贺 "发 
生 了 什么 变化 ? 迭代 和 所 阵 是 什么 ? 它 的 特征 值 是 什么 ? 
10.17 修改 circlegen, 使 得 它 在 迭代 过 程 中 记录 最 大 和 最 小 半径 , 并 且 返 回 这 两 个 半径 的 
比值 , 作为 这 个 函数 的 返回 值 。 对 于 不 同 的 h 值 , 比较 这 个 比值 和 特征 向 量 的 条 件数 
cond(X)。 





第 11 章 偏 微 分 方程 


工程 计算 中 有 各 种 各 样 的 偏 微分 方程 , 本 书 不 能 全 部 都 涉及 到 。 本 章 仅 限 讨论 一 维 或 二 
维 空间 的 二 阶 偏 微分 方程 的 三 个 模型 问题 。 


11.1 模型 问题 
本 章 讨 论 的 所 有 问题 都 含有 拉 普 拉 斯 算 子 ， 在 一 维 空间 为 
在 二 维 空间 中 为 
= 和 + 


令 这 表示 一 维 空间 的 单 变 量 xz 和 二 维 空间 的 变量 对 (zx，y)。 

第 一 个 模型 问题 是 泊 松 方程 

Azv = 矿区 ) 

这 是 一 个 椭 园 型 方程 , 它 不 含 时 间 变 量 ,因此 描述 的 是 模型 变量 的 稳 态 、 静 态 特 性 ,没有 初始 
条 件 。 

第 二 个 模型 问题 是 热 方程 ; 
池 =Ax 一 (过 ) 
这 是 一 个 抛物 型 方程 ,用 于 模拟 扩散 和 训 变 问题 。 初 始 条 件 为 

U (二 ,0) 二 z0( 卫 ) 

第 三 个 模型 问题 是 波动 方程 。 这 是 一 个 双 曲 型 方程 ,描述 的 是 扰动 如 何 通过 物质 传播 的 

问题 。 选 择 适 当 的 单位 使 得 波 的 传播 速度 等 于 1, 则 波 的 幅度 满足 


典型 的 初始 条 件 是 波 的 初始 罩 度 和 初始 速度 均 为 0: 
we( 序 ,z) = za( 这 ), 生 (这 ,0)=0 
在 一 维 空间 ,所 有 问题 都 发 生 在 z 轴 的 一 个 有 限 区 间 内 。 在 多 维 空间 中 , 几何 形状 起 着 
至 关 重 要 的 作用 。 二 维 空间 的 问题 均 发 生 在 (zx,y) 平 面 内 的 有 界 区 域 0 中 。 对 于 所 有 的 情 


况 ,， 太 过 ) 和 wo( 却 ) 均 是 这 的 给 定 函 数 。 所 有 的 问题 的 边界 条 件 , 均 是 在 Q 的 边界 上 指定 z 
或 者 x 的 某 些 偏 导数 的 值 。 除 非特 别 说 明 , 本 章 中 的 边界 值 均 取 为 0。 


11.2 有限 差分 法 


基本 的 有 限 差分 方法 使 用 间距 为 六 的 均匀 网 格 求解 问题 的 近似 解 。 一 维 情况 下 , 若 区 间 
为 < 委 z 魏 0， 则 间距 关 =(2-a) 人 +lL)， 而 网 格 点 为 
Zi 一 CQ 二 三 =0,……，72 十 1 


用 三 点 中 心 二 阶 差分 来 近似 z 的 二 阶 导 数 : 


(WoD 
局 
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_ az+ 广 ) 一 ) 二 (一 太 ) 
Auw(z) = 女工 六 亿 人 2 (之 一 所 


二 维 情况 下 , 网 格 为 区 域 0 中 的 点 集 ， 即 
(zy)=( 动 , 访 ) 
用 中 心 二 阶 差分 近似 偏 导数 得 到 五 点 格式 的 离散 拉 普 拉 斯 算 子 : 


十 一 十 一 
Aia(zyy)= 世 并 十 大 2 工 2 二 一 户 


ty 十 疡 ) 一 2U( 并 十 ULAZ,Yy 一 甩 
万 2 


另 一 种 表示 方法 是 用 已 = (zx,y) 表 示 网 格 点 , 并 用 和 =(z,y+ 户 )、 瓦 =(z+ 庆 ,yy)、S= (并 
y-Am) 和 柬 =(z-m,y) 分 别 表示 它 的 四 个 邻近 的 网 格 点 ,离散 拉 普 拉 斯 算 子 为 
Au _&CN)+L 了)+2u(E)+xS) 一 42( 了 也) 
M 轧 ) = 六 2 


十 


用 有 限 差分 法 求解 泊 松 方程 包括 对 网 格 上 每 个 点 忒 处 寻找 x 值 , 使 得 
Aphe( 庆 ) = 矿工 ) 
如 果 源 项 六 萱 ) 为 0, 则 泊 松 方程 称 为 拉 普 拉 斯 方程 
Aix(z)=0 

一 维 拉 普 拉 斯 方程 只 有 平凡 解 。 网 格 点 z 处 的 wx 值 , 是 它 左 右 两 边 网 格 点 处 的 x 值 的 平均 
值 , 因此 x(z) 必 为 z 的 线性 函数 。 注 意 边 界 条 件 有 ，x(z ) 为 连接 两 个 边界 值 的 线性 函数 。 
若 边界 值 均 为 0, 则 x(z) 恒 等 于 0。 超 过 一 维 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 称 为 调和 函数 ， 不 再 仅仅 
是 大 的 线性 函数 。 

用 有 限 差 分 法 求解 热 方 程 和 波动 方程 时 ， 同 样 需 在 上 方向 进行 一 阶 和 二 阶 差分 。 令 8 表 
示 时 间 步 长 , 则 对 热 方程 , 使 用 与 常 微 分 方程 的 欧 拉 方 法 相应 的 差分 格式 ， 

2 2&L( 莹 ,t) -Au 人 ( 宛 ) 


从 初始 条 件 zx( 忒 ,0) = xzo( 云 ) 出 发 ， 使 用 公式 
UL( 芝 ,zt 二 SG) 一 (去 it) 二 SA 基 ,) 

可 以 对 区 域内 所 有 网 格 点 这 , 由 上 时 刻 的 函数 值得 到 上 z + 8 时 刻 的 函数 值 。 边 界 条 件 提 供 了 
边界 上 或 者 区 域外 的 函数 值 。 这 种 方法 是 显 式 的 , 因为 新 的 x 值 可 以 直接 通过 前 一 步 的 wx 值 
计算 得 到 。 更 复杂 的 方法 是 隐 式 的 ,因为 这 种 方法 在 计算 每 一 步 时 都 涉及 到 整个 方程 系统 的 
解 。 

对 于 波动 方程 , 对 上 应 用 中 心 二 阶 差分 ， 

人 人们 十 攻 全 让 二 人) 一 Aiw( 序 ,1) 
这 需要 解 在 上 -9 和 时刻“ 两 层 " 的 值 。 对 于 本 章 讨论 的 简单 模型 问题 ,初始 条 件 
2( 子 ,0) =0 
允许 由 wx( 却 ,0) = xzo( 芝 ) 和 x (这 ,S) = zxo( 这 ) 两 式 开始 , 并 且 通 过 
&( 芯 ,t+TG)=2x( 元 ,zt) 一 &( 芝 ,一 SG)+62Aix( 元 ,tr) 


计算 区 域内 所 有 网 格 点 这 的 下 一 时 刻 的 值 。 边 界 条 件 提供 了 边界 上 或 者 区 域外 的 函数 值 。 
与 求解 热 方程 的 格式 类 似 , 这 种 求解 波动 方程 的 方法 也 是 显 式 的 。 
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11.3 和 矩 阵 表 示 
如 果 用 向 量 来 表示 一 维 的 网 格 函 数 , 则 一 维 差分 算 符 An 可 以 生成 一 个 三 对 角 线 和 矩阵: 
-2 1 
1 -2 1 
1 -2 1 
1 -2 1 
1 -2 





这 个 矩阵 是 对 称 的 , 同时 也 是 负 定 的 (negative definite)。 最 重要 的 是 ， 即 使 有 成 千 上 万 个 内 
部 网 格 点 , 矩阵 的 每 一 行 和 每 一 列 最 多 只 有 三 个 非 零 元 。 这 个 抢 阵 是 稀 蔬 和 矩阵 的 最 好 例子 。 
当 进 行 稀疏 矩阵 计算 时 , 重要 的 是 利用 只 存储 非 零 元 的 位 置 和 数值 的 数据 结构 。 

用 向 量 表 示 ,并 用 符 阵 4 表示 大 各 , 泊 松 问题 可 表示 为 

4 =10 

其 中 2 是 向 量 (大 小 与 x 相同 ) , 它 包 含 娠 F(z) 在 内 部 网 格 点 处 的 值 。 非 零 的 边界 值 也 包含 
在 8 的 第 一 和 最 后 一 个 分 量 中 。 

在 MATLAB 中 , 离散 泊 松 问题 的 解 是 通过 反 斜 线 符 号 计算 得 到 的 ,， 它 利用 了 A 的 稀 
朴 性 : 


u = ANb 


二 维 空间 的 网 格 划 分 要 复杂 得 多 。 我 们 对 Q 内 的 网 格 点 从 上 到 下 、 从 左 到 右 进 行 编号 ， 
例如 , 一 个 工 形 区 域 的 编号 为 : 


工 = 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 工 5 3 工 3 17 21 30 39 48 0 
0 2 6 10 工 4 18 22 31 40 49 0 
0 3 7 1 15 1 9 23 32 41 50 0 
0 4 8 12 16 20 24 33 42 51 0 
0 0 0 0 0 0 25 34 43 52 0 
0 0 0 0 0 0 26 35 44 53 0 
0 0 0 0 0 0 27 36 45 54 0 
0 0 0 0 0 0 28 37 46 55 0 
0 0 0 0 0 0 29 38 47 56 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


零 元 素 代表 边界 上 或 者 区 域外 的 点 。 通 过 这 样 编号 , 定义 在 区 域内 的 任意 一 个 函数 的 值 都 可 
以 写成 为 一 个 长 的 列 向 量 。 在 上 例 中 , 这 个 向 量 的 长 度 为 56。 310 
如 果 用 向 量 表示 二 维 网 格 函数 , 则 有 限 差分 拉 普 拉 斯 算 子 就 是 一 个 矩阵 。 例 如 , 在 第 43 
号 点 上 ， 
Rh2Aixz(43)= 2(34)+uw(42)+2(44)+w(S2) 一 4x(043) 
若 4 是 相应 的 矩阵 , 则 它 的 第 43 行 有 5 个 非 零 元 ; 
Q43,34 二 243,42 二 443,4 三 Q43,52 二 1,and a43,43 三 一 4 


靠近 边界 的 网 格 点 只 有 两 个 或 三 个 内 部 的 邻近 网 格 点 ， 因 此 4A 中 相应 的 行 只 有 三 个 或 四 个 
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非 零 元 。 

完整 的 手 阵 A 对 角 线 上 的 元 素 为 -=4, 并 且 A 的 多 数 行 上 , 非 对 角 线 的 位 置 上 有 4 个 元 
素 为 1， 而 在 其 他 行 上 非 对 角 线 位 置 有 2 至 3 个 元 素 为 1，A4 的 其 余 位 置 上 的 元 素 全 为 0。 上 
述 例子 的 A 为 $S56xS56 和 抢 阵 。 若 只 有 16 个 内 部 网 格 点 , 则 和 矩阵 A 如 下 : 


有 = 





加 口 口 加 避 口 口 口 口 口 口 口 片 口 尖 上 呈 


癌 口 口 口 口 口 口 口 口 口 曲 | 由 归 洗 口 晴 


加 加 口 口 口 口 避 加 司 口 关口 小 是 冲 


口 口 口 口 口 口 口 口 口 晴 睛 小 口上 口 口 


加 口 口 口 口 口 口 口 上 口 由 归口 口 口 


口 口 口 口上 h 口 口 口上 关口 上品 口 口 口 


品 上 口 口 口 H 小 和 避 口 口 口 口 口 口 口 


卢 品 口 口 口上 小 FOODOocoeoeeDeD 


避 口 口 关 小 口 口 白 口上 有 串口 口 口 口 口 


避 避 上 泪 有 口 口 口 上 口 口 口 口 口 口 口 


口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 是 上 中 
加 虽 口 上 口 忆 口上 小 口 口 口 口 口 
上 
加 口上 口 口 口 F 习 口 口 口 口 口 口 口 
加 由 小 由 口 口 口 几 口 口 口 口 口 口 口 口 
1 
上 收口 口 口 亡 口 口 口 口 口 口 口 口 口 
疏 六 加 口 口 | 加 口 口 口 口 口 口 口 口 口 


这 是 一 个 对 称 、 负 定 的 稀 朴 挎 阵 ， 每 一 行 和 每 一 列 上 最 多 只 有 5 个 非 零 元 。 

MATLAB 有 两 个 函数 与 离散 的 拉 普 拉 斯 算 子 有 关 , 它们 是 de12 和 delsq。 用 二 维 数组 u 
表示 函数 wx(z,y)， 函数 del2(u) 在 内 部 节点 上 计算 Anx ， 并 乘 以 贿 。 在 邻近 边界 的 节点 
上 ，, del2(u) 使 用 的 是 单 侧 公 式 。 例 如 , 对 于 函数 wx(z,y)=z2+ 多 有 Aux=4。 下 面 几 条 命 
令 产 生 与 x 和 YY 大 小 相同 , 并 且 所 有 元 素 都 等 于 4 的 数组 d: 

hh = 1/20:; 

[x,Yy] = meshgrid(-1I:h:1) ; 

u = x. 2 +YyY. 2; 

da= (4/h2) xx del2(u) ; 

设 G 是 一 个 指定 网 格 编号 的 二 维 数组 , 那么 R= - delsq(G) 就 是 算 子 hi2Ax 在 该 网 格 上 的 
抢 阵 表示 。 命 令 numgrid 可 以 产生 几 种 特殊 区 域 的 网 格 编号 。 例 如 ， 


fm = 5 
LDL = numgriad('D' ,2*xm+1) 


生成 上 述 含 $6 个 内 部 节点 的 工 形 网 格 。 而 


mm= 3 
有 = -daelsgq(numgtridQ('“L“，2xm+l) ) 
则 生成 上 述 16 x 16 阶 和 矩阵 A。 


函数 inregion 也 可 以 生成 网 格 编号 , 例如 , 设 工 形 区 域 的 顶点 坐标 为 


[0 0 1 1-1-1 0]:; 
[0 -1 -1 1 1 0 0]: 


XV 
YV 


下 面 的 命令 
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[x,y] = meshgzriaQ(-1:h:1):; 
生成 宽度 为 h 的 网 格 。 而 命令 


[in,onj = inregion (x,Yy,xv,yV) : 


生成 元 素 为 0 和 1 的 数组 来 标记 区 域 ( 包 含 边界 ) 内 的 节点 ,以 及 严格 落 在 边界 上 的 节点 。 下 
面 几 条 命令 


P fina(in-on) ; 


联 1ength(pP) ; 
了 Zeros (Size(x) ) ; 
LI(P) = 1:mn; 


对 2 个 内 部 节点 从 上 到 下 、 从 左 到 右 进行 编号 ， 而 命令 
有 = -Gelsdq(D); 


生成 离散 拉 普 拉 斯 算 子 在 该 网 格 上 的 ” x ” 稀 下 和 矩阵 表示 。 
用 一 个 含 ”个 分 量 的 向 量 表示 w ， 泊 松 问题 可 表示 为 
Arxv = 
其 中 总 是 向 量 (大 小 与 wx 相同 ) , 它 包 含 妇 F(z,y) 在 内 部 网 格 点 处 的 值 。 非 零 的 边界 值 也 包 
会 在 5 的 分 量 中 ,而 这 些 分 量 与 边界 上 的 网 格 点 相对 应 。 
与 一 维 情况 相同 ,离散 泊 松 问题 的 解 也 是 通过 反 斜 线 符号 计算 得 到 的 : 
Qu = ANb 


11.4 数值 稳定 性 


时 变 的 热 方程 和 波动 方程 生成 向 量 序列 wx ,其 中 & 表示 第 有 & 个 时 间 步 。 对 于 热 方程 而 
， 递 推 关 系 为 : 


贡 


(RH 了 一 攻 和 十 ahs( 


其 中 ， 
-人 
5 1 312 
上 式 可 以 重 写 成 
+D = WO 
其 中 ， 
M=T+aA 


一 维 情况 下 , 迭代 矩阵 M 的 对 角 线 元 素 为 1- 2c, 并 且 每 一 行 非 对 角 线 位 置 上 F 有 1 或 2 
个 元 素 为 c。 二 维 情况 下 ，M 的 对 角 线 元 素 为 1- 4c, 并 且 每 一 行 非 对 角 线 位 置 上 有 2 至 4 
个 元 素 为 c。M 中 大 多 数 行 的 元 素 之 和 等 于 1, 一 部 分 小 于 1。zvt?z0 的 每 一 个 元 素 都 是 
x (的 元 素 的 线性 组 合 , 组 合 系数 之 和 小 于 等 于 1。 关 键 的 是 , 如 果 M 的 元 素 均 非 负 , 则 递 
推 关 系 是 稳定 的 ,实际 上 是 衰减 的 ，vx( 避 中 元 素 的 误差 或 噪声 在 x+ 中 不 会 被 放大 。 但 如 
果 M 的 对 角 元 为 负数 ; 则 递 推 关 系 是 不 稳定 的 。 误 差 和 噪声 在 选 代 的 每 一 步 都 被 放大 , 包 
括 初始 条 件 的 含 人 误差 和 噪声 。 通 过 限制 1-2c 或 1-4c 为 正 数 就 得 到 了 热 方程 显 式 求解 
的 稳定 性 条 件 (stability condition)。 一 维 情况 下 ， 稳 定性 条 件 为 ; ， 





(AD 
(AD 
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o< 


而 在 二 维 情况 下 为 
o< 


如 果 上 述 条 件 得 到 满足 , 那么 欠 代 矩阵 的 对 角 元 为 正 数 , 并 且 方 法 是 稳定 的 。 
对 波动 方程 的 分 析 要 复杂 得 多 ,因为 它 与 wetDb 、x 和 vt 9 三 层 变量 都 有 关 。 波 动 
方程 的 递 推 关 系 为 
2 +1) 一 2z (CR) 一 te) 十 Arv(t) 
其 中 
G? 
-后 
迭代 矩阵 对 角 线 上 的 元 素 为 2-2c 或 2-4c。 一 维 情况 下 , 稳定 性 条 件 为 
5 魏 1 
而 二 维 情况 的 稳定 性 条 件 为 
"< 
这 些 稳定 性 条 件 称 为 CFL 条 件 (CFL condition) ,是 根据 Courant、Friedrichs 和 Lewry 的 名 字 
命名 的 , 因为 他 们 在 1928 年 写 了 一 篇 论文 , 利用 有 限 差 分 方法 证 明了 数学 物理 学 中 的 偏 微分 
方程 解 的 存在 性 。 稳 定性 条 件 是 对 时 间 步 长 $ 的 限制 ,通过 取 较 大 的 时 间 步 长 来 加 快运 算 速 
度 是 不 可 取 的 。 热 方程 的 稳定 性 条 件 更 加 苛刻 ， 因 为 它 的 时 间 步 长 必须 比 网 格 间距 的 平方 还 
小 。 更 加 复杂 的 方法 通常 在 求解 每 一 步 时 都 涉及 某 种 隐 式 方程 ,因此 对 稳定 性 的 限制 条 件 要 
少 得 多 , 有 的 甚至 没有 限制 。 
M 文 件 pdegui 说 明了 本 章 所 讨论 的 一 些 概念 , 它 提供 了 一 些 区 域 以 及 典型 的 偏 微分 方 
程 的 选择 。 对 于 泊 松 方程 来 说 , pdegui 利用 反 斜 线 符 号 在 指定 区 域内 求解 
Ant& = 工 
对 于 热 方 程 和 波动 方程 ,稳定 性 参数 c 是 可 变 的 , 热 方 程 的 临界 值 为 0.25， 波 动 方程 的 为 
0.S0。 一 旦 稍微 超过 临界 值 一 点 , 不 稳定 性 会 迅速 变 得 明显 。 
MATLAB 的 偏 微分 方程 工具 盒 提供 了 更 强大 的 功能 。 


11.5 L 形 区 域 
分 离 出 波动 方程 中 的 周期 性 时 间 特 性 ,得 到 如 下 形式 的 解 : 
& (这 ,t) 一 cos(VAz)m( 评 ) 
函数 v( 达 ) 依 赖 1， 它 们 满足 
Ar+AM=0 


并 且 在 边界 上 为 0。 与 非 零 解 对 应 的 就 是 特征 值 (eigenvalue) ， 相 应 的 函数 v( 序 ) 称 为 特征 
函数 (eigenfunction) 或 模 态 (mode)， 它 们 由 特定 情况 的 物理 性 质 及 几何 形状 决定 。 特 征 值 的 
平方 根 为 共振 频率 。 在 共振 频率 上 加 上 周期 性 的 外 部 驱动 力 ， 就 会 在 介质 内 产生 无 界 的 强 
响应 。 

波动 方程 的 解 可 表示 为 这 些 特征 函数 的 线性 组 合 , 线性 组 合 的 系数 由 初始 条 件 决 定 。 

一 维 情况 的 特征 值 和 特征 函数 很 容易 确定 。 最 简单 的 例子 是 一 根 两 端 固 定 的 琴 蕊 , 如 果 
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长 度 为 x, 则 特征 函数 为 
zt ()=Ssin(Rz ) 
特征 值 由 边界 条 件 区 (r) =0 决定 。 因 此 , & 必 为 整数 , 并 且 
人 三 天 
将 初始 条 件 wo(z) 用 传 里 叶 正 弦 级 数 展开 : 
zkz) 三 > aksin(Rz) 
则 波动 方程 的 解 为 
& (zt) = >)akcos(it)sin(Azr) 


= >Jakcos(W At) me(z) 


在 二 维 情况 下 ,人 们 感 兴趣 的 是 ,由 三 个 单位 长 度 正 方形 组 成 的 工 形 区 域 , 原因 有 以 下 
两 方面 。 首 先 ， 它 是 使 波动 方程 没有 解析 解 的 最 简单 的 几何 图 形 之 一 ， 因 此 必须 采用 数值 解 
法 。 其 次 ,270 度 的 非 圆 止 角 会 在 解 中 产生 一 个 奇异 点 。 从 数学 上 讲 ， 第 一 个 特征 函数 的 梯 
度 在 凸 角 附 近 是 无 界 的 , 从 物理 上 讲 , 拉 伸 成 这 种 形状 的 薄膜 会 在 止 角 处 产生 裂缝 。 这 个 奇 
异 点 限制 了 使 用 均匀 网 格 的 有 限 差分 法 的 准确 度 。MathWorks 公司 采用 了 这 个 工 形 区 域 的 
第 一 个 特征 函数 的 表面 图 案 作为 公司 的 标志 。 计 算 这 个 特征 函数 要 用 到 本 书 介 绍 过 的 几 种 数 
值 方法 。 

与 波 在 工 形 区 域 传 播 有 关 的 简单 模型 问题 包括 ,L 形 区 域 、L 形 手 鼓 以 及 压 住 四 分 之 一 
并 在 风 中 吹拂 着 的 毛巾 。 一 个 更 实际 的 例子 是 兰 形 的 微波 波导 。 图 11-1 所 示 的 设备 是 波 
导 - 同 轴线 适配器 , 其 有 效 区 域 是 可 在 适配器 的 尾 端 看 到 的 截面 为 世 形 的 沟 道 。 背 峭 增 加 了 
波导 的 带宽 , 代价 是 提高 了 衰减 率 ,降低 了 功率 承受 能 力 。 在 示意 的 电场 等 位 线 图 中 , 于 是 
关于 虚线 对 称 的 , 这 表明 只 有 四 分 之 一 的 区 域 需 要 考虑 , 这 样 的 图 形 即 为 工 形 区 域 。 其 边界 
条 件 与 工 形 区 域 的 问题 是 不 同 的 , 但 是 微分 方程 和 解法 是 相同 的 。 





图 11-1 双 背 肴 的 波导 - 同 轴线 适配器 及 其 也 形 区 域 。 
图 片 由 Advanced Technical Materials 公司 特别 提供 上 


世 形 区 域 的 特征 值 和 特征 函数 可 以 通过 有 限 差 分 法 求 出 。MATLAB 语句 
200 

1/m 

delsqg(numgrid('“L'" ,2*m+1) ) /hnh^2 


mm 
]n 
入 


人 
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将 组 成 工 形 区 域 的 三 个 正方 形 中 的 每 一 个 都 划分 成 200x200 的 网 格 ， 并 在 该 网 格 上 ,对 拉 普 


ON 


拉 斯 算 子 建立 $ 点 有 限 差分 近似 。 得 到 的 稀 朴 矩阵 A 为 119201 阶 ,有 $94409 个 非 零 元 素 。 
语句 


1Lambdqa = eligs (RAR,6,0) 


利用 MATLAB 实现 的 ARPACK 软件 包 中 的 Arnoldi 方法 ,来 计算 前 6 个 特征 值 。 在 主 频 1.4 
GHz 的 奔腾 笔记 本 电脑 上 2 分 钟 之 内 即 可 。 得 到 


9.64147 
15.19694 
19.73880 
29.52033 
31.91583 
41.47510 


可 以 看 到 ,即使 用 这 么 细 的 网 格 和 这 人 么 大 的 抢 阵 计算 ,得 到 的 特征 值 也 只 能 精确 到 3 至 4 位 
有 效 位 数字 。 如 果 要 得 到 更 高 的 精确 度 ， 就 要 划分 更 细 的 网 格 ,， 得 到 的 抢 阵 更 大 , 需要 的 内 
存 也 更 多 ,以 致 于 总 的 运行 时 间 会 长 得 惊人 。 
对 于 工 形 区 域 及 类 似 问 题 , 利用 基本 微分 方程 的 解析 解 的 方法 比 有 限 差分 方法 更 加 有 
效 、 准 确 。 这 种 方法 使 用 极 坐标 系 和 分 数 阶 贝 塞 耳 函 数 。 使 用 参数 " 和 和 X， 枯 数 
ur,g9)=J(VAr)sin(eog) 
是 极 坐 标 表 示 的 特征 方程 


2 

lw 3 

一 5 二 > 十 瑟 一 十 
arz+rar + 730 Mo 一 0 


的 准确 解 。 对 于 任意 的 值 , 函数 w(r,6) 在 角度 为 xu 的 圆 扇形 的 两 条 直 边 上 满足 边界 条 
件 
or,0)=0 and w(r,r/a)=0 
如 果 选 择 VX 为 贝 塞 耳 函数 的 零点 , 即 人 (VX ) = 0, 则 在 >=1 的 圆 上 ， ofr， 6) 也 为 零 。 图 
11-2 显示 了 角度 为 3rZ2 的 圆 扇 形 的 一 些 特征 函数 。 这 些 特 征 函数 是 有 意 选 取 的 ， 以 举例 说 
明 关 于 3x/2 和 rv2 的 对 称 性 。 
用 记 形 解 的 线性 组 合 来 近似 世 形 区 域 及 其 他 有 拐角 的 区 域 的 特征 函数 ; 
4r,9) = 27cjJu(Var)sin(ab) 


L 形 区 域 的 270 度 四 角 的 角度 为 3r]2 或 x/(2/3), 因此 w 的 值 是 2/3 的 整数 倍 ; 
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图 11-2 ”四 分 之 三 圆 盘 的 特征 函数 


函数 "(r,6) 是 特征 函数 微分 方程 的 准确 解 , 不 需要 进行 有 限 差分 网 格 划 分 。 这 些 函 数 在 四 
角 的 交汇 处 同时 满足 边界 条 件 。 剩 下 要 做 的 就 是 ,选择 参数 》 和 系数 cj， 使 得 其 余 边 上 的 边 
界 条 件 也 得 到 满足 。 

利用 SVD 的 最 小 二 乘法 可 用 来 确定 ) 和 ci。 在 其 他 边 上 选择 mm 个 点 (r; ,6.), 并 令 为 
基本 解 的 个 数 , 生成 冯 x7 阶 和 矩阵 A，A 中 的 元 素 依赖 A: 

Aij(A)=J(VAr)sin(ab) =1 7 二 和 

那么 ,对 于 任意 向 量 c，Ac 为 由 边界 值 w( 六 ,2) 组 成 的 向 量 。 我 们 希望 使 | Ac | 较 小 , 同时 
不 引起 | c 外 变 小 。SVD 提供 了 求解 方法 。 

令 mw(4A(A)) 表 示 和 矩阵 A(X) 的 最 小 奇异 值 , 并 令 入 表示 产生 该 最 小 奇异 值 的 1; 

从 三 &th minimizer(c,(A(A))) 

则 每 个 Ax 都 接近 于 该 区 域 的 特征 值 , 相应 的 右 奇 异 向 量 给 出 了 线性 组 合 的 系数 , c=v(:,n)。 


9.6397 15.1973 
Sr 





31.9126 





图 11-3 工 形 区 域 的 特征 函数 


对 称 性 的 条 件 是 很 有 用 的 。 可 以 证 明 , 特征 函数 的 对 称 性 可 分 为 三 类 ; 
e 关于 0=3x 人 4 处 的 中 心 线 对 称 ,， 因 此 运 (r ,0) = 总 Fr 38 一 0); 
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e 关于 0=3r/4 处 的 中 心 线 反对 称 , 因此 vw(r,0)= -ur,3r2 一 0); 
e 正方 形 的 特征 函数 ,因此 vw(r,r2)=0 并 且 w(r,r)=0。 
这 些 对 称 性 限定 了 展开 式 中 ui 的 值 : 


wj= 分，) 为 奇数 并 且 不 是 3 的 倍数 ; 
wu= 乞 ，7 为 偶数 并 且 不 是 3 的 倍数 ; 


。 wj= 气 ，) 为 3 的 倍数 。 

NCM 目录 中 的 M 文件 membranetx 利用 这 些 对 称 性 ， 以 及 搜索 (4A())) 的 局 部 极 小 
值 ,来 计算 世 形 区 域 的 特征 值 和 特征 函数 。MATLAB demos 目录 下 的 M 文件 membrane 用 的 
是 老 版 本 的 算法 , 它 基 于 QR 分 解 而 不 是 SVD。 图 11-3 显示 了 世 形 区 域 的 6 个 特征 函数 , 每 
种 对 称 类 分 别 有 2 个 。 读 者 可 以 将 它们 与 图 11-2 中 扇形 的 特征 函数 作 比 较 ,， 取 扇形 的 半径 为 
2 人 Mr, 则 这 对 应 的 两 个 区 域 面积 相同 , 并 且 特 征 值 相近 。 

denmo 目录 中 的 M 文件 logo 利用 surf 画 出 了 第 一 个 特征 函数 的 图 形 , 并 且 添 加 了 光影 
效果 来 创建 MathWeorks 的 标志 。 满 足 边界 条 件 之 后 ,该 标志 只 用 了 局 形 展开 式 的 前 两 项 。 
这 种 艺术 特点 使 得 该 标志 的 边缘 呈现 更 为 有 趣 的 弯曲 形状 。 


习题 
11.1 令 ) 为 整数 , 并 用 以 下 命令 生成 xz 矩阵 A、D 生 : 


ones (mn,IL) ; 

spdiags (e,0,n,Dn) ; 

spdiags([-e el, [0 1] ,nan) ; 
spdiags([e -2*xe el,[-1 0 1] nn) ， 





凤 口 HH OO 
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(a) 对 于 适当 的 疡 值 , 卸 阵 (1[j) A 在 区 间 0 委 z 委 1 上 霆 近 Ar。 六 的 值 等 于 
1 -1)、1M2 还 是 1 +1)? 
(b) 请 问 (1/a) 了 近似 于 什么 ? 
(c) 求 DID 和 DDT。 
(d) 求 4?。 
(e) 求 kron(R,I) +kron(IR)。 
(f) 描述 plot(inv(full(- R))) 的 输出 结果 。 
11.2 (al) 在 区 间 - 1 委 z 委 1 上 ,对 一 维 泊 松 问题 
细 芝 = exp( 一 22) 
用 有 限 差分 方法 计算 x(z) 的 数值 解 。 边 界 条 件 为 wx(-1)=0 和 zw(1)=0。 画 出 
你 的 解 。 
(b) 利用 符号 工具 盒 的 dsolve 或 者 手工 计算 上 述 问题 的 解析 解 ， 并 与 数值 解 作 比较 。 
11.3 对 由 4 个 工 形 区 域 形 成 的 再 形 区 域 波导 的 第 一 个 特征 本 数 , 重新 画 出 如 图 11-1 中 所 
示 的 等 位 线 图 。 
11.4 令 关 =(z) 为 由 M 文 件 hamps(x) 定 义 的 函数 , 在 区 间 0 委 z 委 1 上 求解 与 上 (z) 有 关 的 
四 个 不 同 问题 。 
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(a) 以 hunps 作为 源 项 的 一 维 泊 松 问题 ; 


红学 = 一 A(z) 
其 边界 条 件 为 
(0)=0,x(1)=0 


画 出 与 图 11-4 类 似 的 (z) 和 x(z) 的 图 。 将 diff(u'2) 与 hamps(x) 作 比较 。 


5 
80 4 
3 

60 
2 

40 
1 
20 0 
0 -1 

0 05 1 0 05 1 


图 11-4 AP(z) 和 zx(z) 


(b) 以 humps 作为 源 项 的 一 维 热 方程 : 
2 
戈 = +A(z) 
初 值 为 
2(0,z)=0 
边界 条 件 为 
auw(0,t)=0,x(1,t)=0 

创建 解 随时 间 变 化 的 动画 效果 图 。 求 上 ce 时 x(z，,z) 的 极限 。 

《c) 以 humps 作为 初 值 的 一 维 热 方程 


ax _ 3x 
at 32z? 
初 值 为 
wz 0)= 王 AZz) 
边界 条 件 为 


2&(0,t) 一 瑚 (0) ,2w(1:t) = 天 (1) 
创建 解 随时 间 变 化 的 动画 效果 图 。 求 ~co 时 w(z,z) 的 极 跟 。 
(d) 以 hunmps 作为 初 值 的 一 维 波动 方程 : 
2 


Ps _az 
Di 口 雪 
初 值 为 : 
zz,0)= 疡 ( 工 ) 
且 (z,0)=0 
边界 条 件 为 


&(0,:) 一 产 (0) ,xz 人 (lzt)= 疡 (1) 


创建 解 随时 间 变 化 的 动画 效果 图 。 请 问 对 于 什么 样 的 上 值 ，x(z，, 变 回 初 值 关 (xz)? 


320 
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11.5 令 (z,z) 为 由 M 文 件 peaks (xy) 定 义 的 函数 ,在 正方 形 区 域 - 3 委 z 委 3、 
-3 委 y 委 3 内 求解 与 (z,y) 有 关 的 下 述 四 个 不 同 问题 。 
(a) 以 peaks 作为 源 项 的 二 维 泊 松 问 题 : 
92x 32 
3 本 3 六 = 妃 ( 工 ,2) 
边界 条 件 为 
w(z,y)=0 这 zz|=3orly|=3 


画 出 与 图 11-5 类 似 的 z(z,y) 和 x(z,y) 的 等 位 线 图 。 





图 11-5. 加 (zyy) 和 xx(z,y) 


(b) 以 peaks 作为 源 项 的 二 维 热 方程 : 


2 2 
弹 s 和 入 + 5 阁 一 六 3) 
初 值 为 
8(ZaysQ) 三 0 
边界 条 件 为 


wxw(zyyt)=0iflzl|=3orly|=3 
创建 解 随时 间 变 化 的 动画 效果 图 。 求 本 ~co 时 w(z,z) 的 极限 。 
(c) 以 peaks 作为 初 值 的 二 维 热 方程 : 


3a&_32u 
9 DZz2 
初 值 为 
xD y0) 三 力 (z,y) 
边界 条 件 为 


wx(z yi) 三 办 (zy) 计 [lz =3orly|=3 
创建 解 随时 间 变 化 的 动画 效果 图 。 求 盖 co 时 x(z,t) 的 极限 。 
(d) 以 peaks 作为 初 值 的 二 维 波 动 方程 : 


初 值 为 
(CCZzyy*0) 王 轧 (,y) 


9 
到 (zs0)=0 
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边界 条 件 为 
(zyt)= 思 (zy)iflz|l=3 orly|=3 
创建 解 随时 间 变 化 的 动画 效果 图 。 请 问 上 ~co 时 wx (xz， z) 的 极限 存在 吗 ? 
线 方法 (method of line) 是 解 不 定常 偏 微分 方程 的 一 种 简便 的 方法 。 该 方法 将 所 有 空间 
导数 用 有 限 差分 代替 ,而 保留 时 间 导 数 不 变 。 然 后 ， 对 得 到 的 常 微 分 方程 系统 用 一 个 
有 效 的 常 微分 方程 求解 器 进行 求解 。 实 际 上 , 这 相当 于 隐 式 的 沿 时 间 轴 推进 的 有 限 差 
分 算法 ,其 时 间 步 长 由 ODE 求解 器 自动 选取 。 对 于 上 面 讨论 的 典型 的 热 方程 和 波动 
方程 , ODE 系统 可 简单 表示 为 
u=(1A2)Au 
和 
u=(1A2)Anu 
和 抢 阵 (1[2)A 代表 Ar, ua 为 以 z 为 自 变 量 的 向 量 值 函 数 ,其 值 由 网 格 点 上 所 有 的 
xzit) 或 wziyi) 组 成 。 
(a) MATLAB 函数 pdepe 实现 的 是 一 般 性 的 线 方法 。 研 究 其 用 于 一 维和 二 维 典 型 热 
方程 的 情况 。 
(b) 研究 MATLAB 中 偏 微分 方程 工具 盒 在 二 维 典型 热 方程 和 波动 方程 中 的 用 法 。 
(c) 自己 实现 线 方法 来 求解 本 章 的 典型 方程 。 
回答 以 下 关于 pdegui 的 问题 : 
〈a) 不 同 区 域 的 网 格 点 个 数 是 如 何 依赖 于 网 格 大 小 下 的 ? 
(p) 热 方程 和 波动 方程 的 时 间 步 长 是 如 何 依赖 于 网 格 大 小 万 的 ? 
《c) 为 什么 泊 松 问题 和 index = :1 的 特征 值 问题 的 解 的 等 位 线 图 是 类 似 的 ? 
〈《d) 将 由 pdegui 画 出 的 工 形 区 域 的 特征 函数 的 等 位 线 图 与 由 以 下 命令 得 到 的 等 位 线 
图 作 比较 。 


Contourf (membtzranetx(1indqex) ) 


(e) 为 什么 区 域 Drunl 和 Drum2 这 么 令 人 感 兴趣 ? 搜索 “isospectral” 和 “Can you hear 
the shape of a drum?” 的 网 页 ， 有 许多 这 方面 的 文章 和 论文 , 其 中 包括 Gordon、 
Webb 和 Wolpert[27] 和 DriscolHLl9] 写 的 文章 。 

将 习题 3.4 得 到 的 手 的 轮廓 作为 另 一 个 区 域 添加 到 pdegui 中 。 图 11-6 显示 了 我 的 手 

的 一 个 特征 函数 。 





图 11-6 手 形 区 域 的 特征 函数 
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11.9 区 域 0 的 静电 电容 为 
| 上 wz)ana 


其 中 x(z,y) 是 泊 松 问题 
Ax=--1l1in0 
的 解 , 并且 在 Q 的 边界 上 满足 x(z,y)=0。 
(a) 求 单 位 正方 形 的 电容 。 
(b) 求 工 形 区 域 的 电容 。 
(c) 求 你 的 手 形 区 域 的 电容 。 
11.10 下 述 命令 

1oad Penny 

P = flipudq(P) 

Contour (P,1:12:255) 


colormap (CopPPeLr) 
axiS Square 


访问 MATLAB demos 目录 下 的 一 个 文件 , 并 且 生 成 图 11-7。 数 据 是 1984 年 美国 国 
家 标准 管理 局 (National Bureau of Standards) 对 铸造 1 美 分 硬币 的 模具 的 深度 做 精确 
测量 时 得 到 的 。 

NCM 函数 pennymelt 用 这 些 数据 作为 热 方程 的 初始 条 件 wx(z,yy0)， 并 且 生 成 
方程 解 w(z,y,z) 的 动画 演变 图 。 用 户 可 以 选择 加 光照 效果 的 表面 图 ， 或 者 是 等 位 
线 图 , 也 可 以 用 uicontrol 或 者 pennymelt(delta) 选 择 时 间 步 长 9。 可 以 选择 一 个 
称 为 ADI(alternating direction implicit)、 即 交替 方向 隐 式 的 方法 来 求解 这 个 问题 ,该 
方法 沿 时 间 轴 推进 。 每 个 时 间 步 长 包括 两 个 1]2 步 长 , 其 中 一 个 在 工 方向 是 隐 式 的 ， 
另 一 个 在 > 方向 是 隐 式 的 。 

二 au(kt+l2)(N) +(1 +2c)x(E+IL2)J() ax(k+L2)(S) 
=ox(E)+(12-2c)2O(P)+oxto(T) 
二 out+D( 人 (已 )+(1+2cJu0ttD(P) -outrDW) 
= ouCt+l2)(N)+(1 一 2577+12)( 忆 ) 十 ost+l2)(S) 
在 六 x7 的 网 格 上 解 这 些 隐 式 方程 ,需要 在 第 一 个 172 步 长 求解 到 个 ”” 阶 三 对 角 乞 





11-7 用 于 铸造 1 美 分 硬币 的 模具 的 深度 
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11.11 


11.12 
11.13 
11 .14 


11.15 


11.16 


11.17 


回答 以 下 关于 pennymelt 的 问题 : 
(a) 求 上 co 时 wx(zyy):z) 的 极限 行为 。 
(b) 对 什么 样 的 $ 值 , 显 式 的 沿 时 间 轴 推进 算法 是 稳定 的 ? 
(c) 证 明 ADI 方法 对 于 任意 的 $ 值 都 是 稳定 的 。 
令 bp(z,y) 为 上 题 中 的 数据 所 定义 的 在 128x 128 正方 形 上 的 函数 。 
(a) 用 pennymelt.m 中 的 代码 画 出 p(z,y) 的 等 位 线 图 , 并 作出 有 光照 效果 的 表面 图 。 
(b) 求解 下 述 离散 泊 松 问题 : 
A 人 jx 三 旋 
且 在 正方 形 外 有 x(z,y)=0。 绘制 出 解 wx(z,y) 的 图 。 
(c) 利用 del12 计算 
了 一 Anu 

并 将 FLz,y) 与 p(z,y) 作 比较 。 
修改 pennymelt.m 来 求解 波动 方程 ， 而 不 是 热 方程 。 
修改 wave.m 以 使 用 9 个 特征 函数 ， 而 不 是 4 个 。 
单位 正方 形 的 特征 值 和 特征 函数 是 

一 (722 十 71)T 

zz 二 Sin772Sin7y 
如 果 用 一 个 下 标 标 记 M。，"， 并 按照 升序 排列 , 则 有 

从 =(2,5,5,8,10,10,13,13,17,17,18,20,20，……) 二 

可 以 看 到 , 1、 和 1 是 单 重 特征 值 , 但 是 大 多 数 特征 值 是 双重 的 。 
(a) 求 单位 正方 形 的 最 小 三 重 特征 值 及 其 下 标 , 即 求 可 以 用 三 种 不 同方 式 写 成 两 个 正 
方形 之 和 的 最 小 整数 。 
(b) 求 单位 正方 形 的 最 小 四 重 特征 值 。 
将 单位 正方 形 的 特征 函数 反射 两 次 , 可 以 得 到 工 形 区 域 的 部 分 特征 函数 ,其 下 标 与 
单位 正方 形 中 的 下 标 是 不 同 的 , 因为 并 不 是 所 有 L 形 区 域 的 特征 函数 都 可 以 由 正方 
形 的 特征 函数 推导 得 到 。 例 如 , 工 形 区 域 的 43 是 2 一 ,因为 它 等 于 正方 形 的 41; 而 世 
形 区 域 的 Ms= 9 是 双重 特征 值 , 等 于 $ 邓 ,对 应 于 正方 形 的 M2= 3。 
(a) 一 般 来 说 , 工 形 区 域 中 哪 部 分 特征 值 也 是 正方 形 的 特征 值 ? 
(b) 求 工 形 区 域 的 最 小 三 重 特征 值 及 其 下 标 。 
(c) 求 世 形 区 域 的 最 小 四 重 特征 值 。 
(d) membranetx 和 pdegui 都 不 用 snmzsinzy 表示 正方 形 的 特征 函数 , 这 是 可 行 的 ， 
因为 这 些 特征 函数 不 是 唯一 的 , 可 以 有 其 他 表示 方法 。membranetx 和 pdegui 是 如 何 
计算 特征 函数 的 ? 它们 是 如 何 得 到 多 重 特征 值 的 一 组 线性 无 关 的 特征 函数 的 ? 
输入 下 述 命令 
ncmlogo 
Cameraftooclbat 


或 者 输入 命令 ncmlogo， 然 后 在 图 像 窗口 的 视图 栏 (View) 选 择 照相 机 工具 栏 (Camera 
Toolbar) 。 试 验 新 工具 栏 上 各 个 图 标的 功能 , 它们 是 做 什么 用 的 ? 
复制 并 修改 ncmlogo，, 为 你 自己 的 书 或 公司 创建 标志 。 
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索引 中 的 页 码 为 英文 原 书 的 页 码 ,与 书 中 边栏 的 页 码 一 致 。 


Ad4 paper (Ad4 大 小 纸张 ) ，42 cond，71 
adaptive quadrature( 自 适 应 数值 积分 ) ，167 condeig，279 
affine transformation( 仿 射 变换 ) ，14 condest，72,， 277，279 
anonymous function( 毁 名 函数 )，!126 condition( 条 件数 )，67，89 
ANSI( 美 国 国家 标准 局 )，34 connectivity matrix( 连 接 挎 阵 )，74 
ASCII( 美 国信 息 交 换 标 准 码 )，26 continued fraction( 连 续 分 数 )，6 
automatic differentiation( 自动 微分 ) ，120 crypto，29 

cryptography( 密 码 系统 )，26 
backslash( 反 斜 线 符号 )，42，54,，61,， 76, 87，104，142， curve fitting( 则 线 拟 合 ) ， 141 

148,，154,，233，235，310，312，314 
band matrix( 带 状 矩 隆 )，72 dhblquad，186 
Barmsley，Michael，13 defective matrix( 退 化 矩阵) ，284 
basic solution( 基 本 解 )，1S4 del2，311 
Beamon，Bob，226 delsq，311 
Bessel function( 贝 赛 尔 函 数 )，124，129，136, 316 denormal( 非 规范 )，38 
biorhythms( 人 体 生 理 局 期 预测 )，5$0 determinant( 行 列 式 )，85，86 
bird chirps( 鸟 哇 哪 吐 置 叫 ) ，255 digraph，303 
bisection( 二 分 )，117 discretization error( 离 散 误差 )，213 
blackjack，266 DTMF( 双 音 多 频 )，237 
brownian，266 Diirer，Ajbrecht，22，292 
BS23 algorithm(BS23 算法 )，194，220 
bslashtx，61 eigenvalue( 特 征 值 )，21,， 8$，190，191，222，269-305， 
314, 315, 317 

calendar( 日 历 ) ，S0 eigenvalue condition( 特 征 值 条 件数 )，278 
cannonball( 炮 弹 )，225 eigenvalue decomposition( 特征 值 分 解 )，270 
carbon dioxide( 二 氧化 碳 )，227 eligshow，273 
cell array( 单 元 数组 ) ，76 eligsvdgui，287，300 
census( 人口 普 查 )，116 el Niio ，254 
censusgui，144，1S9 elimination( 消 去 法 )，5$7 
centering and scaling( 居 中 和 按 比 例 缩 放 )，t16 encrypt，44 
CEFL condition(CEFL 条 件 )，313 eps,，35,，38，46,，70，133,，259，264 
chaos( 混 沌 )，202，233 erasemode，16 
char，26 erf，220 
characteristic polynomial( 特 征 多 项 式 )，275 error( 误 差 )，63 
Chebyshev( 切 比 雪 夫 )，66, 113 Euler's method( 欧 拉 法 )，191 
Cholesky，Andre-Louis，85 events( 事 件 )，208 
circlegen，294，304 exponent( 指 数 ) ，34 
circuit( 电 路 )，83 ezplot，4，175 
Clf，16 
color( 颜 色 )，16 fern，13，43 


complete pivoting( 完 全 选 主 元 )，63，88 fern. png，13 
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feval，127 

ftt，242，301 

fftgui，242 

fftmatrix，25S1 

ffttx，250 

FFTW,，249 

fibnun，10 

fibonacci，8 
Fibonacci，Leonardo( 斐 波 那 契 ),，7 
Filip data set(Filip 数据 集 )，162 
fnite difference methods( 有 限 差分 法 )，308 
finite Fourier transform( 快 速 傅 里 叶 变换 ) ，241，249 
finitefern，13，43 

fame( 火 焰 》，205 
flint( 浮 点 整数 )，39 

flipud，19 

floatgui，34S 

floating-point( 浮 点 )，33-41 
fminbnd，134 

fminsearch，134 

fmintx，134 

Forsythe，George，i 这 

Fourier matrix( 傅 里 时 托 阵 )，241，254，298 
fractal( 分形)，13 

fraction( 分 数 ) ，34 

Frank matrix(Frank 称 阵 )，300 
function function( 函数 本 数 ) ，125 
function handle( 函数 句柄 ) ，125 
fzero，175 

fzerorgui，129，135 
fzerotx，124 


gallery，272，281 ，298 

gamma function(y 函数 ) ，136 

Gauss，C.F. (高 斯 )，57 

9cft，S$，16 

gettYysburg，44，303 

global error( 全 局 误差 )，214 

global warming( 全 局 警告 ) ，227 

golden ratio( 黄 金 分 割 比 )，1,，11,， 37, 41,，113，123，133， 
265，304 

goldftract，6 

goldrect，4 

golub，88 

Golub，Gene，88 

Google， 见 PageRank 

Gosper，Bill，137 


greetings，44 
gstop，209 


hand( 手 )，111，185$，323 
handle( 句 柄 ) ，16 

harmonic oscillator( 谐 波 振 划 器 ) ，200 
harvard500，81,，89 

hashfun，90 

heat equation( 热 方程 )，307 

Hermitian matrix( 厄 密 特 和 矩阵) ，276 
Hessenberg form(Hessenberg 形 )，287 
Hill cipher ( 希 尔 密 码 ) ，26 
HHouseholder reflection(Householder 反射 ) ，14$，159 
human gait( 人 类 行走 )，301 
humps，134，138，175，176，179，319 


IEEE( 电 子 与 电器 工程 师 协 会 )，34 

image，22，47 

image processing( 图 像 处 理 ) ，292 

imagesvd，300 

inf，38 

initial value problem( 初 值 问题 ) ，187 

inline，4，173 

inline object( 内 能 对 象 )，126 

inpolygon，185S 

inregion，312 

interest( 利 息 ) ，219 

interp2dgui，116 

interpgui，108，116 

interpolation( 插值 )，93 
Hermite( 厄 密 特 ) ，100，184 
osculatory( 接 触 )，100 

inverse( 道 )，$3，87 

inverse iteration( 逆 迭代) ，76 

IQI，123 


Jacobian( 雅 可 比 )，190 

JCF,，284 

jordan，284 

jordan canonical form( 约 当 标 准 型 )， 见 JCF 
JPEG,，300 


L-shaped membrane(L 形 区 域 ) ，314 
Lagrange interpolation( 拉 格 朗 日 插值 )，93 
Lambert,，J. H. ，208 
lamnbertw，183，208 
Laplacian( 拉 普 拉 斯 )，307 
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least squares( 最 小 二 和 胰 法 )，141-16$,，317 
left eigenvectors( 左 特征 向 量 )，278 
Lehmer，D. HB. ，2S7 

Lo Shu ( 洛 书 )，18 

Lobatto quadrature(Lobatto 数值 积分 ) ，182 
local error( 局 部 误差 )，214 

jong jump( 跳 远 )，226 

Longley data set(Longiley 数据 集 )，164 
Lorenz attractor( 洛 伦 茨 吸 引子 )，202，222 
Lorenz，Edward，202 

lorenzgui，204 

Lotka - Volterra model(Lotka - Volterra 模型 )，223 
LU factorization(LU 分 解 )，S8 
lucky( 幸 运 ) ，265 

lugui，62，88 

lutx，60 


magic square( 幻 方 )，18，298 

Markov chain( 马 尔 可 夫 链 ) ，74 
Marsaglia，George，2359 
maximum-likelihood( 最 大 相似 度 )，t41 
Metlancolia，22，292 
membranetx，318，325 

method of jines( 线 方法 ) ，322 

midpoint rule( 中 点 公式 )，168 

minimum norm solution( 最 小 范 数 解 ) ，154 
mod，27 

modular arithmetic( 模 运算 ) ，27 
Inomentum，44 

Moore 一 Penrose，1S3，161 

multiple eigenvalue( 多 重 特征 值 )，280 
multiplicative congruentiai algorithm( 相 乘 取 模 算法 )，257 
multistep methods( 多 步 方法 )，212 


Na 38 

DecmGui，X 

Neider- Meade algorithm(Nelder -~- Meade 算法 )，134 
Newton s method( 牛 顿 法 ) ，t19，233 
NIST，162, 323 

norm( 范 数 )，66，144 

norm，67 

normmal distribution( 正 态 分 布 )，260 
Dormal equations( 法 方程 )，147 

null vector( 化 零 向 量 ) ，154 
nungrid，311 

Nyquist frequency( 东 奎 斯 特 频率 )，244 





odel13，217 

ode23，217 

ode23s，206 
ode23tx，194，196 
ode45，193，205，212，217 
odephas2，200 
odeset，195，217 
orbit，211 

orbitode，223 
order( 阶 数 )，193，215 
orthogonalization( 正 交 化 )，148 
outliers( 局 外 者 )，144 
overflow( 上 溢 ),，34，38 


PageRank(Google 搜索 引擎 的 核心 算法 ) ，74-81，89-92 
pagerank，74-81，89，92 
pagerankpow，91 

paratrooper( 伞 兵 ) ，225 

partial pivoting( 部 分 选 主 元 )，60，63 
pascal，88 

Pascal matix( 四 斯 卡 短 阵 )，300 
PCA,， 289-293, 300，301, 303 
pchip，100 

pchiptx，102，105 
pdegui，314，322 

Peaks，321 

pendulum( 钟 摆 )，227,，233 
penny，323 

pennymelt，323 

Periodic time series( 半 期 时 间 序 列 ) ，248 
periodogram( 周 期 图 ) ，246 
permutation( 排 列 ) ，S6 

Phase plane( 相 平面 )，200 
piecelin，99 

Piecewise interpolation( 分 段 插值 )，98 
pinv，1S3，160 

pivot( 主 元 )，S8 

pivotgolf，88 

PENG，43 

Poisson equation( 泊 松 方程 )，307 
polar algorithm( 极 点 算法 ?)，261 
polyf 让 ，143，163 

polyinterp，95 

positive definite( 正 定 )，85S 

powersirmy， 47 

predator-prey model( 掠 食 者 -被 掠 食 者 模型 ) ，223 
Pretty，3 
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precision( 精 度 ) ，34 

primespiral，48 

principal component analysis( 主 分 量 分 析 ) ， 见 PCA 
pseudoinverse( 伪 道 )，1$S3，154，160 
Pseudorandom( 人 擅 随 机 ) ，257 

push button( 按 钮 ) ，32 


q，148 

QR algorithm(QR 算法 )，285 

QR factorization(QR 分 解 )，147 
economy-sized( 精 简 大 小 )， 148 

qrsteps，148，15S0 

quad，170，175S 

quadgui，170 

quadl，182 

quadratic convergence( 二 次 收敛 )，120 

quadratic fommula( 二 次 求 根 公 式 )，46 

quadrature( 数 值 积 分 )，167 

quadtx，170 


randgui，25S8 

randmcg，25S9 

zandncond，89 

randntx，263 

randssp，25S8 

randtx，263 

RRNDU，2S8 

range( 范 围 ) ,34 

rank( 秩 )，23 

rank deficiency( 不 满 秩 ) ，154 

rcond，72 

realmax，38，46 

realmin，38，46 

recursion( 递 归 )，250 

recursive( 递 推 的 )，10 

relative residual( 相 对 剩余 )，70 

rem，27 

residual( 剩 余 )，63，143 

Romberg integration( 龙 贝 格 积分 ) ，170 

Toots，3 

rossSer，299 

roundoff( 含 人 )，7,， 31,， 33-41，42,，63,，66, 70,，76,，88， 
133,，147,，136,，173,， 213，275，277,，282,，313 

Runge- Kutta methods( 龙 格 - 库 塔 方法 )，192，220 

rungeinterp，114 


sclmur，285 


Schur form(Schur 型 、. 舒 尔 型 )，284 
secant method( 割 线 法 ) ，122 
separable( 可 分 离 )，142，15S6 
Shampine，Larry，205 
shg，16 
shooting method( 试 射 法 ) ，231 
Sierpinski's triangle(Sierpinski 三 角形 )，44 
similarity transformation( 相 似 变 换 )，270 
Simpson"s rule( 辛 普 森 公式 )，169 
single-step methods( 单 步 方法 ) ，192 
singular value( 奇 异 值 ), 见 SVD 
singular value condition( 奇 异 值 条 件数 )，283 
singular value decomposition( 奇 异 值 分 解 )， 见 SVD 
solve, 3 
sparse matrix( 稀 朴 矩 阵 )，72 
spline( 样 条 )，102 
splinetx，104，105 
spy( 间 谍 ),，43 
stability( 稳 定 人 性)，313 
statistical reference datasets( 统 计 参 考 数据 集 )，162 
stegano，47 
steganography( 图 像 密 码 )，47 
stj 信 ，204-208，221 ，230 
Stirling ' s approximation(Stirling 逼近 ) ，137 
sunspots( 太 阳 黑 子 ) ，244 
Sunspotstx，248 
Surfter，79，89 
SVD, 21,，70, 317 

economy-sized SVD( 简 化 SVD),， 271 
swinger，235 
syYm，21 
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symmetric matrix( 对 称 和 矩阵 ) ，276 


three-body problem( 三 体 问题 )，223 
threenplus1，31，32 
tic，toc，17 
touchtone，237，254 

train whistle( 火 车 鸭 笛 )，255 
trapezoid rule( 梯 形 公式 )，168 
trapz，177 1 
Trefethen，Nick，183 
triangular( 三 角 )，56 

tridiagonal matrix( 三 角 和 托 阵 )，73 
tridisolve，73，104 
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truss( 托 架 )，82 
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twins( 双 胞 胎 ) ，110 

two-body problem( 二 体 问 题 )，189，222 
twobody，189,，201，210 


uicontrol，16 
Ulam，Stanislaw，48 

ulp， 259 

underflow( 下 溢 )，34,，38 

uniform distribution( 均 匀 分 布 )，257 


Vandal，113 
vender，94 
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Vandermonde matrix( 范 德尔 将 矩阵)，94，116，163 


pa 4 


welker，302 

wave equation( 波 动 方程 )，308 
waveguide( 波 导 ),，315 
Waves，325 

Weddle"s rule(Weddle 公式 )，170 
weekdav，5S0 

well posed( 适 定 ) ，156 
Wilkinson, J. H.，70，276,，285 
Woelter index(Wotfer 索引 )，244 


zeroin(zeroin 算法 ) ，124 
ziggurat( 金 字形 神 塔 )，261 


